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Tiivistelmi

Téamén tutkielman tarkoituksena on johtaa kompleksikertoimiselle toisen asteen yhtélolle
ratkaisualgoritmi, kun kiytettdvissid oleva vélineistd rajoittuu harppiin ja viivaimeen ja
kompleksiluvut esitetddn kompleksitason pisteind. Algoritmia kehitettéessd ongelma jaet-
tiin pienempiin osaongelmiin, kuten neligjuuren ratkaisemiseen, ja néille kullekin johdettiin
ratkaisu kompleksitasossa. Samalla tultiin johtaneeksi kaikki kompleksilukujen geometriseen
késittelyyn vaadittavat peruslaskutoimitukset. Kun tdmaé oli tehty, kaikki tulokset koottiin
yhteen.

Tuloksena saatiin yhdekséntoista-askelinen geometrinen algoritmi, jonka avulla pystytdin
ratkaisemaan kompleksitason pisteet X; ja X, jotka toteuttavat yhtilon AX?+BX;+C = 0,
kun A, B ja C on annettu kompleksitason pisteiné.

Algoritmin havainnollistamiseksi esitettiin myos esimerkkitehtéivé, joka suoritettiin vaihe
vaiheelta. Tehtdvin ratkaisua esittdvistd kuvasarjasta ei puutu yhtikddn ratkaisussa tarvit-
tavaa viivaa tai ympyréin kaarta, miki osoittaa, ettd tehtavan suorittaminen on mydos kiytan-

nossd tdysin mahdollista.
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1 Johdanto

Klassisen geometrian juuret periytyvit kaukaa historiasta. Jo Eukleides pohti toisen asteen
yhtdlon ratkaisemista geometrisesti. Teoksessaan Elementa hén esittdéd tavan ratkaista geo-
metrisesti muotoa 22 + px = ¢ olevan toisen asteen yhtilén, missi p ja g sekid juuret ovat
positiivisia. Eukleideen ratkaisu perustuu janan kahtia jakamiseen oikeassa suhteessa. [1]

Tamén tyon tarkoitus on jatkaa Eukleiden tyota ratkaisemalla kompleksilukukertoiminen
toisen asteen yht#ld klassisen geometrian vélineilld, harpilla ja viivaimella. Kehitettavin
metodin avulla voidaan ratkaista miki tahansa muotoa az? + bx + ¢ oleva yhtilo, missi a,
b ja ¢ ovat annettuja kompleksitason pisteita.

Nykyaikana toisen asteen yht#lon ratkaisemisen pitéisi onnistua algebrallisesti satun-
naisesti valitulta lukiolaiselta, mutta entdpé jos vilineistoksi annetaan ainoastaan harppi
ja viivain. Tehtdvi monimutkaistuu merkittdvésti, mutta sen ratkaisu osoittaa geometrian
valtavat mahdollisuudet algebrallisilta vaikuttavien ongelmien ratkaisussa.

Yhtélon ratkaistaan jakamalla tehtdva pienempiin, helpommin ratkeaviin osaongelmiin,
joille kullekin johdetaan geometrinen ratkaisu. Kun ndmaé palaset liitetddn yhteen, ratkaisu
on valmis.

Toisin kuin Eukleides aikanaan, ongelman ratkaisussa hyodynnetdédn koordinaatistoa,
tarkemmin sanottuna kompleksitasoa, joka on luonnollinen geometrinen esitystapa komplek-

siluvuille.

2 Esitiedot

2.1 Kehidkulmalause

Kehikulmalauseen mukaan kaikki samaa keskuskulmaa vastaavat kehikulmat ovat yhtasuuret

ja puolet vastaavasta keskuskulmasta (Kuva 1). Todistus on suoraviivainen, mutta pitka [2].

2.2 Pisteen potenssi

Ympyrin sisilld olevan pisteen potenssi osoittautuu monissa harpilla ja viivaimella tehtavissa
laskutoimituksissa helpottavaksi apuneuvoksi, vaikka sen hyédyntadminen ei olekaan valttamé-
tonta.

Lause (Pisteen potenssi):



Kuva 1: Kehadkulmalause

Jos kaksi ympyrén jinnettd AB ja C' D leikkaavat pisteessd P, niin |AP||PB| = |CP||PD|.
Todistus:

/(DPA) ja /(CPB) ovat ristikulmina yhté suuret. Z(ABC) ja /(ADC') ovat kaarta AC
vastaavina kehdkulmina yhtéd suuret (Luku 2.1).

Siten A(DPA) ~ A(BPC) (kk) = &30 = [&2- & [CP||PD| = |[AP||PB|. (Kuva 2)

Kuva 2: Pisteen potenssi

2.3 Kulman puolittaminen

Annettu kulma voidaan puolittaa piirtdmalla aluksi kulman kérjestd ympyriankaari, jo-
ka leikkaa kulman sivut. Kun néistd leikkauspisteistd piirretdin keskendin samansiteiset
ympyrinkaaret ja piirretddn kulman kérjestd puolisuora niiden leikkauspisteen kautta saadaan

kulmanpuolittaja, koska syntyvét kolmiot ovat yhdenmuotoiset. (Kuva 3)



Kuva 3: Kulmanpuolittaja

2.4 Kulman siirtiminen

Kulma voidaan siirtds tietylle suoralle piirtdmalla aluksi kaksi r-siteistd ympyrdnkaarta

keskipisteind kulman kérki ja suoran piste. Tdmén jélken erotetaan kulman kylkien ja kaaren

leikkauspisteen mittainen kaari harpilla my6s toiselle ympyriankaarelle. (Kuva 4)
Oikokulmaa suurempi kulma saadaan siirrettyé siirimilla se vihennettyna tdyskulmasta

toiselle puolelle suoraa.

T

Kuva 4: Kulman siirtdminen

2.5 Normaalin piirtiminen annetun pisteen kautta

Suoralle [; saadaan piirrettyd normaali pisteen P kautta seuraavasti. Piirretdén aluksi P-
keskeinen ympyré, jonka side on suurempi kuin /;:n ja P:n vilinen etdisyys. Kun tdmén
ympyréan ja [1:n leikkauspisteet keskipisteini piirretdén kaksi samanséteistd ympyria ja piir-
retddn suora niiden leikkauspisteiden kautta, saadaan suoran /; normaali, joka kulkee P:n

kautta. (Kuva 5)



Kuva 5: Normaalin piirtdminen annetun pisteen kautta

2.6 Vektorin siirtdminen

Vektori (suunnattu jana) AB saadaan siirrettyd alkamaan pisteestd P seuraavasti. Vekto-
rilla on kaksi perusominaisuutta, suunta ja pituus. Vektorin siirtdminen onnistuu yksinker-
taisimmin piirtdmélld aluksi annetun uuden vektorin ldhtopisteen kautta vektorin kanssa
yhdensuuntainen suora ja siirtdmalla tdmén jédlkeen pituus.

Vektorin AB suuntaisen suoran [; kanssa yhdensuuntainen pisteen P kautta kulkeva
suora aikaansaadaan piirtdmaélla kahdesti normaali. Piirretdin ensin suoralle /; normaali /5
pisteen P kautta ja tdmén jdlkeen suoralle [ normaali I3 niin ikéifin pisteen P kautta (Luku
2.5). Nyt I3 kulkee pisteen P kautta ja on yhdensuuntainen /;:n kanssa.

Niin saadaan siirrettyd vektori AB:n alkamaan pisteesti P vektoriksi PB’, kun viela
siirretddn harpilla vektorin pituus ja huolehditaan pituutta siirrettiessi, ettd suunta on oikea.
(Kuva 6)

Kuva 6: Vektorin siirtdminen



2.7 Keskinormaalin piirtdminen

Janalle AB voidaan piirtdd harpilla ja viivaimella keskinormaali seuraavasti. Piirretdin A
ja B keskeiset ympyrit, joiden side on |AB|. Nam# leikkaavat pisteissd P ja (). Piirretdsin
pisteiden P ja @ kautta suora. Tdmé suora on janan AB keskinormaali, koska pisteet P ja
@ ovat yhtd kaukana pisteistd A ja B. (Kuva 7)

Kuva 7: Keskinormaalin piirtdminen

2.8 Kolmion ympéri piirretty ympyra

Lause:

Jokaisen kolmion ympéri voidaan piirtdd ympyrd. Kolmion ympéri piirretyn ympyréin
keskipiste on kolmion sivujen keskinormaalien leikkauspiste.

Todistus:

Sivun AB keskinormaali on yhtd kaukana kolmion kérjistd A ja B. Sivun AC' keskinor-
maali on yhtd kaukana kolmion kérjistd A ja C

Siten AB:n ja AC:n keskinormaalien leikkauspiste on yhtd kaukana kaikista kolmion
karjistd A, B ja C. Samoin keskinormaalien AB ja AC leikkauspiste on yhtd kaukana kaikista
kolmion kérjistd A, B ja C. Siten ndmé kaksi leikkauspistettd yhtyvit ja keskinormaalien

leikkauspiste on kolmion ympéri piirretyn ympyréin keskipiste. (Kuva 8)



Kuva 8: Kolmion ympéri piirretty ympyré

2.9 Kompleksiluvut

Kompleksilukuja tarkastelleen tissd niiden geometrisen tulkinnan avulla kompleksitason pis-
teind. Geometristen peruslaskutoimitusten toteuttamistavat johdetaan kuitenkin komplek-
silukujen algebrallisesta médritelmésté.

Kompleksiluku on jirjestetty reaalilukupari z = (a, b), jolle on méiritelty yhteen ja ker-

tolasku seuraavasti:
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Vihennys- ja jakolasku ovat yhteen- ja kertolaskun ké#nteistoimenpiteitd aivan kuin
reaalilukujenkin joukossa.

Vield on syytéd todeta, ettd kompleksiluvun n:nnelld juurella tarkoitetaan téssd kaikkia
niitd kompleksilukuja z;, jotka toteuttavat yhtélon =i = z. Ratkaisuja n:nnelld juurella on siis
n kappaletta ja ne asettuvat sddnnéllisen n-kulmion kulmiin, kuten myhemmin esitettivasti
napakoordinaatiston kertolaskukaavasta helposti havaitaan.

Kun lukuparin jalkimmé&inen luku on 0, kompleksiluvut noudattavat tavallisten reaaliluku-
jen laskutoimituksia. Siten kompleksiluvut ovat reaalilukujen laajennus kuten reaaliluvut
ovat rationaalilukujen laajennus.

Kompleksiluvut voidaan esittdd geometrisesti kompleksitasossa, jossa z-akselina on reaali-
akseli ja y-akselina imagindériakseli. Napakoordinaatistoesityksessid kompleksiluvut esitetdin

2- ja y -koordinaattien sijaan kompleksiluvun pituuden |z| = r = v/a? + b? ja suuntakulman



o= arctang avulla. Muunnos napakoordinaatistosta tavalliseen saadaan kaavoilla
a = rcosa

b=rsinu

koska cosa =% < a=rcosa jasina =2 & b=rsina (Kuva 9)

y

Kuva 9: Napakoordinaatistoesitys

2.10 Toisen asteen yhtilon ratkaiseminen algebrallisesti

Toisen asteen yhtild on muotoa az? + bz + ¢ = 0, missi a,b,c € C
e Jos a=0,b=0 jac=0, kaikki méarittelyjoukon alkiot toteuttavat yht&lon.
e Josa=0,b=0 jac#0, yhtdlolli ei ole ratkaisua.
e Jos a =0 ja b # 0, ratkaisu on yksinkertaisesti z = —7.

Tarkastellaan yhtélod, jossa toisen asteen termin kerroin on nollasta poikkeava:

ar’ +bz+c = 0] :a

b c
sr¥+-z+- =0
a a
Tehdéin yksinkertaisuuden vuoksi sijoitus g =p ja ¢ = g. Yhtélo saadaan muotoon

P
2’ +pr+q = 0|+ (5)2



s tprt () = (5 -«
&ty = (G —q
<:>$+§ = (g)Q—q

sr = -+ /3 —q

Koska z:n lausekkeessa oleva neligjuuri on kompleksilukujen joukossa méaéritelty kaksiar-
voinen juurilauseke (Luku 2.9), niin lauseke antaa toisen asteen yht&lén molemmat ratkaisut.
Mikali x:n arvot halutaan ratkaista geometrisesti vaihe vaiheelta hyédyntéden algebrallista
ratkaisua, niin peruslaskutoimitusten hallinta kompleksitasossa harpilla ja viivaimella on
valttamatonta. Tarvittavia laskutoimituksia ovat yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolasku seké
neligjuuri. Metodit ndiden laskutoimitusten suorittamiseksi johdetaan seuraavaksi, mink&

jilkeen on vuorossa yksityiskohtainen niitd hyodyntdva ratkaisualgoritmi.

3 Peruslaskutoimitukset kompleksitasossa

3.1 Yhteen- ja vihennyslasku

Koska kompleksilukujen yhteenlasku on méiritelty (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d), se vastaa
vektoreiden yhteenlaskua harpilla ja viivaimella (Luku 2.6). Kdytdnnossd yhteenlaskussa on
siirrettdva jalkimmaisen tason pisteen paikkavektori alkamaan ensimmaéisesté pisteesté.
Kahden kompleksiluvun erotus on mééritelty (a,b) — (c,d) = (a,b) + (—c, —d). Siten kah-
den kompleksiluvun vdhennyslasku kompleksitasossa onnistuu muutoin identtisesti yhteen-
laskun kanssa, mutta vihentédjéan etumerkki, eli siirrettdvian vektorin suunta, on muutettava

péinvastaiseksi.

3.2 Kertolasku

Kahden kompleksiluvun z; = (a,b) ja 22 = (c¢,d) tulo mééiriteltiin siten, etti z1zo =
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be) (Luku 2.9).

Hyddynnetéddn tulon laskemisessa kompleksilukujen napakoordinaatistoesitystd (Luku
2.9). Kahden kompleksiluvun z; = (a1,b1) ja 2o = (a9, bs) tulo on z120 = (a1, b1)(ag, bo) =

(a1ag — biby, aiby + asby). Kun tehdddn muunnos napakoordinaatistoon saadaan:

2129 = (71 €COS Q179 COS (g — T SIN Qip7y SIN @y, T1 COS (U1 T SIN (g + 71 SIN Q179 COS ()



= (r17r2(cos a1 cos ag — sin g sin ay), 7172(sin g cos o + sin oy cos ay))

Sinin ja kosinin summakaavat ovat (todistus [2])
sin (o + ) = sin a.cos 3 + sin 3 cos &

cos (o + B) = cosacos § — sin asin 3

Niiden avulla saadaan
z129 = (r1r9 cos (g + ag), rirasin(ag + ag))

Havaitaan, ettd kahden kompleksiluvun tulon pituus on kompleksilukujen pituuksien tulo
ja suuntakulma on suuntakulmien summa. Oikean kulman aikaansaaminen geometrisesti
onnistuu yksinkertaisesti siirtdmalla toinen kulma ensimmaéisen kulman viereen negatiivisen
x-akselin puolelle (Luku 2.4).

Skalaarien 71 ja r9 kertolasku voidaan suorittaa harpilla ja viivaimella hyodyntden pis-
teen potenssia (Luku 2.2). Erotetaan aluksi suoralta /; kuvan mukaisesti kerrottavien a ja
b pituiset janat AB ja BC, joille |AB| + |BC| = |AC]|. Piirretdéin seuraavaksi pisteen B
kautta kulkeva suora [y, joka ei ole yhdensuuntainen suoran /; kanssa. Erotetaan suoralta [,
yksikkdjana BD. Piirretddn ympyrda AADC ympéri (Luku 2.8). Leikatkoon tdm& ympyré
suoran [y pisteessi F.

Pisteen potenssista saadaan |[AB||BC| = |BD||BE| < |BE| = |AB||BC| = ab. (Kuva
10)

Kuva 10: Skalaarien kertolasku
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3.3 Jakolasku

Metodi jakolaskun suorittamiseen kompleksitasossa saadaan johdettua hyvin helposti, kun
kertolaskun suorittamistapa tunnetaan. 2 = 23 & 21 = 223 = (r1 = ror3) A (g =
a +a3) & (r3 =) A (a3 = a1 — )

Siten osamééris vastaavan kompleksitason paikkavektorin pituus saadaan jakamalla jaet-
tavan pituus jakajan pituudella ja suuntakulma vihentdmélld jakajan suuntakulma jaetta-
van suuntakulmasta. Suuntakulmien vihentdminen onnistuu siirtdmalld jakajan suuntakul-
ma jaettavan suuntakulman viereen positiivisen z- akselin puolelle. (Luku 2.4)

Skalaarien jakolasku perustuu kertolaskun tavoin pisteen potenssiin (Luku 2.2). Olkoot
jaettavan pituus a ja jakajan pituus b. Erotetaan suoralta [; janat AB ja BC, missi |AB| = a,
|BC| =1 ja |AC| = a + 1. Piirretdén suora Iy, joka leikkaa /;:n B:ssi, ja joka ei ole /;:n
kanssa yhdensuuntainen. Erotetaan lo:1ta jana BD, jolle |[BD| = b. Piirretdén sitten ympyré
AACD: ympiri (Luku 2.8). Ympyri leikkaa lo:m pisteissid D ja E.

Pisteen potenssilla saadaan téllsin |[AB||BC| = |BD||BE| < |BE| = §. (Kuva 11)

Kuva 11: Skalaarien jakolasku

3.4 NeliGjuuri

Koska aiemmin johdetun kertolaskukaavan mukaan (ai,b;)? = (72 cos (2a),r?sin (2a1)) =
(ag, b2) = (7'2 COS (xg, I’y sin 012) = ((12, bg) = (Cll, bl) = (7‘1 COS 1,71 sin 011) = (\/ECOS (%), \/ESiIl (%)),
nelijuuren ottaminen voidaan geometrisesti toteuttaa puolittamalla kulma (Luku 2.3) ja
ottamalla etdisyyden neliGjuuri. Juurrettessa on huomattava, ettd neliéjuurilausekkeella on
kaksi ratkaisua, eli kulmanpuolittajan suuntaisella suoralla on ratkaisu origon molemmilla

puolilla.
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Skalaarin nelijuuri saadaan hyédyntdmélla pisteen potenssia (Luku 2.2). Piirretdéin suo-
ralle [; juurrettavan a pituinen jana AB ja yksikén mittainen jana BC siten etti |[AC| =
1 + |AB]|. Piirretdén suoralle [; normaali [, B:n kautta (Luku 2.5). Selvitetdén AC:n kes-
kipiste piirtdmélld sille keskinormaali (Luku 2.7). Piirretdén AC:n keskipiste keskipisteend
|AC|-halkaisijainen ympyré, joka leikkaa lo:n pisteissi D ja E. Koska kyseessd on halkaisijan

normaali, |BD| = |BE| Téllsin pisteen potenssilla saadaan
|\BD||BE| = 1|AB| < |BD|* = |AB| & \/|AB| = |BD)|

Sekd |BD| ettd |BE| ovat |AB|:n nelidjuuren pituisia. (Kuva 12)

Kuva 12: Skalaarin neligjuuri

4 Yhtalon ratkaisu

4.1 Rakenne ja tehtidvinanto

Kaikki tarpeelliset apuvilineet toisen asteen yhtidlon ratkaisemiseksi harpilla ja viivaimella
ovat nyt kiytettdvissd. Algebrallinen ratkaisukaava on johdettu edelld (Luku 2.10) samoin
kuin metodit kaikkien sen vaatimat laskutoimitusten suorittamiseksi kompleksitasossa harpil-
la ja viivaimella. Niiden avulla pystytdén rakentamaan kokoava algoritmi, joka on geometrikon
kaytettdvissd. Algoritmin tehtdviné on kolmen annetun kompleksitason pisteen A, B ja C
perusteella 16ytéi sellaiset pisteet X ja Xy, joille pitee AX? + BX; + C = 0.

Seuraavassa johdetaan algoritmi tilanteeseen, jossa A # 0. Jos A = B = 0, ratkaisu on
triviaali (Luku 2.10). Jos taas A = 0 ja B # 0, ratkaisu saadaan 2.10 mukaisesti X = —<.

B
Témé voidaan suorittaa geometrisesti kiyttdmailld esitettyé jakolaskumetodia (Luku 3.3).
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Laskutoimitusten suorittamiseen tarvittava yksikkGjana voidaan méariatd mielivaltaisek-
si, koska yhtdlé voidaan kertoa mielivaltaisella skalaarilla ratkaisujen muuttumatta. Yk-
sikkdjana kannattaa valita A:n pituiseksi, jolloin jaettaessa B ja C A:lla ei tarvitse suorittaa
skalaarien jakolaskua, vaan kulman siirtdminen riittda. Valitaan siis 1 = |A|, kun kiytetdan
geometrisia algoritmeja kerto- ja jakolaskuun seké neligjuureen.

1
« B

= C

Kuva 13: Alkutilanne

4.2 Ratkaistavan yhtilon muokkaaminen muotoon X? + PX + Q

1. Siirretddn O A:n suuntakulma O B:n suuntakulman viereen positiivisen x-akselin puoleiselle

kyljelle (Luku 2.4). Merkitéén siirretyn kulman toisen kyljen suuntaista puolisuoraa [
2. Erotetaan [;:1td jana OP, jolle pétee |OP| = |OA|

3. Siirretddn O A:n suuntakulma OC':n suuntakulman viereen positiivisen x-akselin puoleiselle

kyljelle (Luku 2.4). Merkitéén siirretyn kulman toisen kyljen suuntaista puolisuoraa ls

4. Erotetaan ly:1td jana OQ), jolle pétee |OQ| = |OA]
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4.3

< C
Kuva 14: Askeleet 4.2.1-2 Kuva 15: Askeleet 4.2.3-4

Diskriminantti

. Piirretédéin janalle OP keskinormaali [3 (Luku 2.7), joka leikkaa O P:n pisteessi P;

. Kaksinkertaistetaan OP;:n suuntakulma siirtdmaélld se itsensd viereen negatiivisen x-

akselin puolelle (Luku 2.4). Niin saadaan puolisuora .

Erotetaan [,:1td jana OP,, jolle pitee |OP| = |OP|

Piirretddn Py:n kautta suora Is5, joka ei ole l4:n suuntainen.

Erotetaan suoralta [5 yksikkdjana Py L4

Erotetaan puolisuoralta I, jana P, Lo, jolle pitee |OLy| = |OP,| + |PyLy| = 2|0,

Piirretdin AOL;Ly:n ympéri ympyrd wy (Luku 2.8). Merkitdin w;m ja l5:n leikkaus-
pisteitd L ja Ls

Siirretddn jana P, L3 puolisuoralle [4 janaksi OP;

Siirretdén vektori OQ) alkamaan pisteestd P; vektoriksi PsD (Luku 2.6), jonka suunta

on vastakkainen vektorin O(@) kanssa.
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4.4 Ratkaisujen saaminen

1. Merkitdan vektorin QD suuntaista suoraa lg ja puolitetaan sen ja z-akselin vilinen

kulma (Luku 2.3). Merkitdén kulmanpuolittajan suuntaista suoraa (7
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Kuva 22: Askel 4.3.8 Kuva 23: Askel 4.3.9

2. Erotetaan lg:1ta yksikkdjana DLy, jolle pétee |OL4| = |OD| + 1
3. Piirretdén ls:1le normaali [; pisteen D kautta (Luku 2.5)

4. Piirretdén ympyrd ws, jonka halkaisija on OL, ja keskipiste OL4:n ja OLy:n keskinor-

maalin leikkauspiste (Luku 2.7). Merkitéiéin wy:n ja l7:n leikkauspisteiti Ls ja Lg.
5. Siirretdén jana D Lg suoralle [; janoiksi OQ9 ja OQ3, joille pétee |0Q2+0Q3| = 2| D Lg|

6. Siirretdan vektori OP; alkamaan pisteestd Qo vektoriksi (Q2X7, jonka suunta on vas-

takkainen vektorin OP;:n kanssa (Luku 2.6).

7. Siirretdan vektori OP; alkamaan pisteestd Q3 vektoriksi (Q3.X5, jonka suunta on vas-

takkainen vektorin OP;:n kanssa (Luku 2.6).

Saadut X; ja X, toteuttavat annetun toisen asteen yhtilon AX? + BX + C.

Tarkistetaan algebrallisesti esimerkkitehtidvin vastaus. Tehtdvdnd on ratkaista yhtilo
(4,—-3)x? + (=5,10)z + (9, —13). Geometrisessa tarkastelussa yksikoksi voitiin valita A:n
etdisyys origosta, mutta algebrallisessa tarkastelussa saadaan valinnalla |5ﬂ kokonaislukuker-
toiminen polynomi. Tutkitaan toteuttavatko geometrisella tarkastelulla saadut juuret (1,1)

ja (1,—2) yhtalon.
(4,—3)(1, 1)%4(=5,10)(1,1)+(9, —13) = (4, —3)(0, 2)+(~15,5)+(9, —13) = (6,8)—(6,8) =0
ja

(4,—3)(1,—2) + (=5, 10)(1, —2) + (9, —13) = (4, —3)(—3, —4) + (15, —25) + (9, —13)
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Kuva 28: Askel 4.4.6

Kuva 29: Askel 4.4.7

= (—24,—7) + (24,7) = 0

Geometrinen ja algebrallinen ratkaisu ovat luonnollisesti samat.
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Kuva 30: Ratkaisut

5 Loppusanat

Kompleksikertoimisen toisen asteen yhtdlon ratkaisemiseksi kehitetty geometrinen ratkaisu
koostuu hyvin yksinkertaisista askeleista, joiden suorittaminen toinen toisensa jélkeen johtaa
lopulta oikeaan lopputulokseen. Menetelmén kauneus onkin sen vaatimattomassa vilineistossa.

Harpilla ja viivaimella tehtdvid konstruktioita on mitd moninaisimpia ja niistd 16ytyy poh-
dittavaa kaikentasoisille ja -ikéiisille matemaatikoille. Algebralliselta vaikuttavan komplek-
silukukertoimisen toisen asteen yht&lén ratkaisukin kuuluu téllaisten ongelmien joukkoon,
vaikkakin tdssi esitetty ratkaisualgoritmi pohjautuu algebraan.

Tamai ratkaisu perustui peruslaskutoimitusten konstruointiin harpilla ja viivaimella seké
algebrallisen ratkaisun muokkaamiseen geometriseksi. Jatkotutkimuksen aiheeksi sopisi kysy-

mys, voiko tehtdvin ratkaista harpilla ja viivaimella elegantimmin.
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