Reaaliluvut: keksitty vai loydetty kasite?
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Tiivistelma

Tamin tutkielman tarkoituksena oli — karkeasti sanottuna — selvittidi, kuinka tarkkaa, tdsmallista
ja ennen kaikkea varmaa tieto matematiikassa on. Kysymys herii siité, ettd eihdn meilld ole
mitddn lukuja. Meilld toki voi olla kaksi puhelinta tai seitsemin koiraa, mutta niméa ovat
puhelimia ja koiria, misséd ovat kaksi ja seitsemidn? Ovatko ne vain paasti heitettyjd symboleja
esittimaiin joitain yleisii asiaintiloja, jotka ovat kuitenkin vallanneet meidén péét ja me eldamme
niiden sisilld, vai onko kenties itsestddn selvii tillaisten kisitteiden, kuin kaksi, seitsemin — tai
jopa kaksi ja puoli — olemassa olo? Itsestddn selvilli tarkoitan tdssd siti, ettid se seuraisi joistain
paljon yksinkertaisimmista ja varmemmista olettamuksista. Tyon alussa yritidn selvittdad
nimenomaan mitd kaikkea voidaan pitdd varmana tai joudutaan pitdd varmana, jotta ylipdétiin
mitdédn voitaisiin mistdadn paatella.

Tutkielmaa aloittaessani paadyin tutkimaan aksiomaattista joukko-oppia, jonka tavoitteet ovat
hyvin ldhelld minun tavoitteitani. Lahteini kdytin aksiomaattisen joukko-opin kirjoja, yliopiston
cum laude approbatur ja laudatur —tasoisten kurssien oppikirjoja, filosofisia tuotoksia, kuten
Wittgensteinin Tractatus [8] sekd voimakkaasti nykyiseen matematiikkaan ja
metamatematiikkaan vaikuttanut Principia Mathematica [7].

Suurin osa tyostd on puhdasta matemaattista johdatusta perustellusti valituista aksioomista.
Aloitan tyhjistd, litkkkumatilaa ei ole. Ensin muovaan peruskisitteet, kuten joukkojen toisiinsa
suhtautumiset, relaatiot ja kuvaukset. Sitd myo6td, kun tyokaluja tulee kayttooni lisdd, hyodynnian
niitd ja padsen yhd nopeammin ja nopeammin eteenpéin. Alun perin aloitin laajan projektin,
jossa tarkoituksena olisi johtaa matematiikkaa niin pitkille kuin eldamii riittdisi. Kuitenkin tein
tdmén rajatun version, (todennidkoistd on, ettd jatkan tétd vield) jossa rajaan pidmadrédni
reaalilukujen ja joidenkin niiden ominaisuuksien johtamiseen. Tama on erittdin hyvi esimerkki
siitd, miten matematiikassa — myos luvut — ovat todellakin varmoja késitteitd: riittdd olettaa
hyvin vdhén hyvin vaikeasti epdiltidviad, jotta saataisiin iso jarjestelma totuuksia.

Alkuun

Johdanto

Matematiikkaa opiskeltuani ja vdhdn ymmirrettydni tulin ajatelleeksi, ettd matematiikan yksi
kauneimmista ominaisuuksista on se, ettd siind ei ole mitdin epdvarmaa tietoa — tieto on matema-
titkassa logitkan voimin logiikan (jarkemme) suhteen kovaa kuin kivi. Tajusin, ettd yksi asia,
joka aikoinaan sai minut syventyméén juuri matematiikkaan on se, etti matematiikassa jokaiseen
asiaan olen aina saanut perustelun — jos ei kysymélld, niin paittelemélld ja perustelun ymmérret-
tyd kisittdd, ettd asia ei voi olla toisin, vaan se on valttiméattomyys.

Olen ndhnyt paljon matemaattisia johdatuksia ja todistuksia ja jossain vaiheessa rupesin mietti-
maiin, ettd olisi hienoa johtaa koko tietiméni matemaattinen jirjestelma joistain perusoletuksista.
On selvii, ettei voi loputtomiin selittdd kisitteitd, jo sen takia, ettd sanoja on dérellinen maara.
On siis oltava peruskaésitteitd, joita ei tarvitse selittdd, aksioomia.

Tyoni jakautuu kahteen osaan. Ensimmaéisessd pohdin asiaa filosofisesta ndkokulmasta ja pyrin
perustelemaan asetetut aksioomat. Toinen osa on matemaattinen esittely — aksioomien avulla
maidrittelen vihitellen késitteitd, todistan lauseita pyrkien ndyttamaiin, ettd kaikki on vain aksioo-
mien erilaisten toisiinsa suhtautumistapojen nimeé@misti ja pyorittelyd. Kuitenkin rajoitun johta-
maan ndistd aksioomista reaaliluvut ja jitdn muut mahdollisuudet maininnaksi.

Alkuun



Mita matematiikka on?

Matematiikan avulla voidaan mallintaa luonnonilmioitd, taloudellisia, ldadketieteellisid ja tieten-
kin tilastotieteellisii prosesseja. Itse asiassa niissd tapauksissa ei tutkita matematiikkaa, vaan
nditd asioita matematiikan keinoin. Matematiikka on tdhén soveltuva ajattelu- tai asioiden jarjes-
telytapa. Se matematiikka, jota sovelletaan niihin kédyttotarkoituksiin sijaitsee ikddn kuin aivan
meren pinnalla, jossa meri kuvastaa kaikkea matemaattista tutkimusta, mitd ihmiset ovat tehneet.
Puhdas matematiikka tutkii kisitteitd hyvin yleiselld tasolla ja samalla varsin monimutkaisesti ja
tuottaa uusia ja uusia yleisid asioita koskevia totuuksia. Jokainen matematiikan lause on todistet-
tava ennen kiyttoon ottamista ja jokainen miiritelmi on ilmaistava selkeésti aikaisemmin miiri-
teltyjen kisitteiden avulla. Emme voi miiritelld asiaa a asian b avulla jos b on mééritelty asian a
avulla, silld silloin syntyy kehdpédtelmé, eikd ole ollenkaan selvdd mitéd a ja b edes ovat. Kaésit-
teen madrittelyssid ei siis saa kdyttdd itse kisitettd eikd sen avulla midriteltyja kisitteitd. Edelld
todettiin, ettd on oltava jotkin (perus-)késitteet, joista timé ketju alkaa.

Matematiikan kielellinen rakenne ansaitsee myos huomiota. Matematiikan kielessd mikédédn sana
ei ole epétdsmaillinen. Jokainen termi on tarkoin méidritelty, jolloin ei voi tulla ndenndisparadok-
seja, kuten esimerkiksi “miten on mahdollista, ettd kuu kiertdd akselinsa ympdri, jos emme nie
koskaan sen toista puolta?”, joka on vain sanan “kiertdd” epatasmallistd tulkintaa. (ks. [3], s. 59,
The Great Moon Mystery). Tati tyotd lukiessa on siis syytd pitdd mielessi, ettd mikddn sana ei
merkitse yhtddn mitddn sen enempdd kuin mitd méaaritelméssd on sanottu. Esimerkiksi joukon
osajoukko ei vilttdmattd kuulu joukkoon, vaikka kielellisesti sen voisi niin tulkita.

Alkuun

Enta maailma?

Jokainen meistd havainnoi ympérilldédn olevaa maailmaa. Havaintomme ovat isommassa mitta-
kaavassa miltei samanarvoisia, mikd mahdollistaa omien havaintojemme vilittdmistd toisille kie-
len avulla. Kuitenkin se, mitd maailma on minun mielestini on kaikki, se miké aivoihini on tihin
asti kuvautunut ja se, mikd on saattanut syntyd ndiden asioiden yhdistelmind. Esimerkiksi
Ludwig Wittgenstein (1889-1951) kirjoitti [8], ettd maailma on tosiseikkojen kokonaisuus, mika
vastaisi tdssd tapauksessa sanottua. Tiedimme, etti aivomme ovat kykenevid tuottamaan
mielikuvia, jotka eivit ole mitidin, mitd tdhin asti on aistittu, esimerkiksi voin kuvitella katollani
kidvelevdn leopardin. Tdmid mielikuva on yhdistelmad aiemmin aistitusta. Miten voimme sitten
olla varmoja joistain muista ajatuksiemme tuotoksista? Vastauksen tdhdn kysymykseen antaa
tieteiden (tosien ajatusten) aksiomatisointi. Aksiomatisoitu jéarjestelmi on joukko lauseita, joista
osa on aksioomia (todeksi sovittuja lauseita, jotka eivit kaipaa perustelua) ja osa niistd aksioo-
mista johdettuja lauseita. Lauseissa toki kdytetdan aksioomien avulla médriteltyja kisitteitd, jotta
lauseista saataisiin (mahdollisimman) yksinkertaisia. Ottamalla aksioomiksi joidenkin asioiden
olemassaolo seké tapa, jolla jotkut lauseet seuraavat toisista, saadaan téllainen jirjestelma. Aksi-
oomiksi tidytyy valita sellaiset asiat, joista olemme eniten varmoja ja samaa mieltd ja niitd tdytyi-
si olla mahdollisimman vihin, jotta systeemi olisi helppo ja todenmukainen. Jos olemme aksioo-
mista ja johdatustavoistamme varmoja, niin niistd johdetuista asioista emme mydskiin voi olla
muuta kuin varmoja. Tdllaista jarjestelméa kutsun mielellani (matemaattiseksi) universumiksi.
Alkuun

Aksiomaattinen lahestymistapa

Vield 1800-luvulla matemaatikot kdyttivét niin sanottua naiivia ldhestymistapaa, jossa tdsméllis-
ten todistusten esittdmistd pidettiin naurettavana, koska asiathan olivat itsestddn selvid”. Jokai-
nen joukko, joka voitiin ilmaista oli myds olemassa. Kukaan ei epdillyt, ettd jos sanoo “kaikki
asiat, joilla on tietty ominaisuus” niin ndma kaikki asiat voidaan ristiriidattomasti esittdd. [2] Kun
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titd metodia sovellettiin asioiden perinpohjaiseen tutkimiseen tormittiin vélittomaésti timén ajat-
telutavat tuomiin virheisiin. Esimerkkini niin kutsuttu Russellin paradoksi:

Olkoon f kissa, joka rakastaa kaikkia niitd ja vain niitd kissoja, jotka eivdit rakasta itsedcdn.
Rakastaako f itsedicin?

Vaikka nédenndisesti ilmaistiin rakastettavien kissojen joukko, emme voi ristiriidatta sanoa kuu-
luuko f niiden joukkoon vai ei, silld ’f rakastaa itseddn” tarkoittaa, ettd se ei rakasta itsedén ja
toisinpdin. Yksi ensimmdisistd ja nykykisitykseen paljon vaikuttaneista teoksista, jossa tétd
ongelmaa yritettiin ratkaista, on Principia Mathematica [7]. Siind tekijdt paattivit johtaa “itses-
tddn selvdt” sddnnot ja metodit aksioomista karsien samalla pois kaiken, miké tuotti ristiriitoja.
Nidin alkoi syntyd aksiomaattinen joukko-oppi ja ylipdatdan moderni ldhestymistapa matematiik-
kaan.

Mind kiytin tdssd vain osaa niistd aksioomista, jotka ovat vilttiméattomid tiettyjen analyysin
peruskaésitteiden luomiseksi. Esimerkiksi valinta-aksioomaa ja aksioomaa siitd, ettd joukko ei voi
sisdltdd itseddn, jdtdn kayttdmattd. Tarkoituksenani on ensinndkin johtaa reaalilukujen
olemassaolo ja niiden ominaisuudet néyttden, etti ndmid seuraavat valttamittomyyksind jo
muutamasta aksioomasta. Reaaliluvut eivit siis ole tavallaan mitenkédidn keksittyjd eikd niiden
olemassaoloa tarvitse olettaa eikd epdilld — se seuraa jo paljon yksinkertaisimmista seikoista.
Téamai tavallaan esimerkkini siitd, miten pitkélle voidaan mennd pelkilld loogisella pééttelylla.
Alkuun

Mika on varmaa®?

Jo Descartes pohti, ettd mitdén tosiasiaa ei voida pitdd tdysin varmana, paitsi mahdollisesti se,
ettd jotain on olemassa (ks. seuraava kohta), mihin taas liittyy olemassaolon kisityksen
intuitiivisuus. Aksioomien esittiminen ja kidytt6on ottaminen tdytyy tapahtua intuitiivisesti,
koska tajuntamme on intuitiota ja kaikki mitéd tajuntamme voi kehittdd loppujen lopuksi perustuu
sithen. Emme voi mééritelld aksioomia milldin muullakaan tavalla. Ainoa edellytys oikeastaan
on se, ettd lukijalle aksioomat kidyvit sel-viksi. Merkityksetontd on se, tapahtuuko se intuition
kautta vai jollakin muulla tavalla.

Kun aloitin, minulla oli kolme aksioomaa. Luulin pidisseeni silld pitkélle, mutta lukiessani [1]
johdannon tajusin, ettd olin olettanut monen asian olemassaolon esittiméttd niitd olettamuksia
aksioomina. Aksioomina olivat 1) Maailman olemassaolo 2) Maailman osien (olioiden) olemas-
saolo ja 3) Joukkojen olemassaolo. Tajusin esimerkiksi, ettd oletin myohemmin maédritteleméni
tyhjdn joukon olemassaolon. Siind ei ole ristiriitaa, mutta timi oletus olisi ollut syytd mainita.
Itse asiassa timmoinen oletus on aksiooma. Jouduin siis muuttamaan hieman aksioomieni jouk-
koa. Huomasin esimerkiksi, ettd maailman olemassaoloa ei tarvitse olettaa eiki tarvitse kahta
kisitettd — oliot ja joukot, vaan riittdd yksi: joukot. Valitettavasti huomasin miettimisen jélkeen,
ettd joudun melkein kopioimaan aksioomat kirjasta [1]. Kirjan tavoitteet ovat erilaiset kuin
minun — laajemmat ja keskitytddn eri asioithin. En tarvitse edes kaikkia sielld mainittuja
aksioomia paamaiirini saavuttamiseksi.

Alkuun

Olemassaolo

Mitd on olemassaolo? Olemassaolo on tdysin intuitiivinen kisite. Kun sanomme tdma kirja on
olemassa, koska me kaikki ndemme, ettd se on tuossa” tarkoitamme, ettd jokaisen meistd aivo-
kuorelle muodostuu jokin kuva, jonka jokainen meista tulkitsee kielellisesti lauseeksi ’tima kirja
on olemassa”. Oikeasti juuri sellaista kirjaa ei vilttimittd ole olemassa, minkd kuva on aivois-
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samme. Siitd kertoo jo esimerkiksi se, ettd jokaiselle syntyy hieman erilainen kuva kirjasta. Miki
sitten oikeasti on olemassa? Lihestyn problematiikkaa siltd kannalta, ettd on olemassa vain mi-
nun mielikuviani. Niiden olemassaolosta voin olla melko varma. Mielikuviani voin (yrittdd) siir-
tad toisille kielen avulla. Tamain takia sanon, ettd olemassa on kaikki kuviteltavissani oleva. Mut-
ta kuviteltavissa oleva rajoittuu sithen, mitd me voimme esittid lauseessa ja mitd ei. Tarkastelus-
sani siis asia on olemassa a) jos sen olemassaolo on aksiooma; b) jos se voidaan esittdd aksioo-
mien kanssa ristiriidattomasti (mutta ei kuitenkaan riippumattomasti).

Alkuun

Aksioomistani

Ochamin partaveitsiperiaate ja ihan intuitiivinen késityskin sanovat: 1) aksioomat eivit saa olla
toisistaan johdettavissa. 2) aksiooman oltava sellainen, ettei yksinkertaisempaa samaa asiaa
tarkoittavaa tosiasiaa voisi esittdd. Muuten se yksinkertaisempi pitdisi ottaa aksioomaksi.

Aksioomat médrddvit universumin muodon ja rakenteen. Tédrkeintd on jonkun olemassaolo. Mei-
din tapauksessamme olemassa on joukkoja (aksiooma 1). Than sama, milld nimelld me néiti ole-
massa olevia asioita kutsumme, silld mitddn muuta ei kuitenkaan ole olemassa, mutta joukko so-
pii hyvin intuitiivisen joukon hahmon kanssa. Jotta ndistd olemassa olevista asioista, joukoista,
voisi mitdédn rakentaa on oltava jokin sidénto tai mekanismi, jonka avulla se kdy: joukkojen toi-
siinsa suhtautuminen. Nyt jokaisella joukolla on mahdollisuus suhtautua toiseen joukkoon tietyl-
14 tavalla: kuulua sithen. Médrdimme myos, ettd kuuluvuus ja ei kuuluvuus ovat toisiaan pois-
sulkevia asioita, joista yksi aina vallitsee (aksiooma 2). Jotta niitd aksioomia ja sddntojd voi
esittdd, meiddn on maddriteltivd implikaatio: ”jos... , niin ...” —lauserakenne. Ilman tdtd
rakennetta ei voi esittdd muita aksioomia kuin ensimmadisen lauseista puhumattakaan. Voisi
kuvitella, ettd turha minun on téllaista mééritelld — joudunhan kuitenkin kdyttimiin kieltd sellai-
sena kuin se on, mutta katsoin, ettd implikaatio on se logiikka, se sddntd, joka on edellytys
struktuurin tuottamiselle; kausaliteetti, syyseuraussuhde. On tarve miiritelld mikd se on, ennen
kuin voidaan hyvilla omatunnolla kayttdd sitd. (Maaritelmaét 0.1 ja 0.2)

Seuraavaksi on midriteltavi, millaisia joukkoja (ainakin) on konkreettisesti olemassa (aksioomat
3 — 7). Ndmai eivit yksinddn kerro mitddn, mutta yhdessd aksiooman 1 kanssa (jonka nojalla
ainakin tyhji joukko on olemassa, jolloin voidaan laittaa se aksioomiin olemaan se joukko, jonka
olemassaolo edellytetdin muiden olemassaoloksi) voidaan péitelld jo tiettyjen joukkojen ole-
massaolo.

Lihteind kidytin ldhdeluettelossa mainittuja kirjoja ja Internetsivustoja. Kirjat ovat joko omiani
tai lainassa Helsingin Matematiikan ja tilastotieteen laitoksen kirjastosta. Tutkimani teoriat ovat
pddosin keehittyneet viime vuosisadan puolivilissd. Sen jdlkeen ne ovat alkaneet modernisoitua,
mutta aksiomaattinen ldhetymistapa alkoi juuri silloin.

Alkuun

Aarettomyys

”Jotain, mitd on tosi paljon.” Onko olemassa mitddn, mitd olisi todella ddrettomaésti, jos jopa
alkeishiukkasten m#ird universumissa arvioidaan olevan noin 10 (ei siis ddreton)? Onko #aret-
tomyysaksiooma hatusta vedetty, ihmisen keksimé asetelma, jolla ei ole mitddn perdd? Oikeas-
taan ei: ddrettdomyyksien voidaan ajatella olevan ldhistollamme joka hetki. Kuinka monella eri
etdisyydelld sijaitsen maapallon keskipisteestd silld aikavililld, kun nousen hissilld kerroksen
ylospéin? Adirettomin monella. Kuinka monella eri tavalla voin toimia seuraavat kaksi sekuntia?
Adrettomin monella. Niitidkin viitteitd voi kumota: etdisyyksien miirin laskeminen jo edellyt-
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tdd, ettd etdisyyksid on olemassa (etdisyys on aika intuitiivinen kahden erillisen asian suhde),
ettei maailma ole esimerkiksi diskreetti, jolloin etdisyyksia muutenkin olisi darellisesti; jos pidét-
tdydymme determinististdi maailmankuvaa, mahdollisuuksia olisi tdsmélleen yksi — se joka toteu-
tuu. Mutta matematiikassa kisitellddnkin mahdollisuuksia: numeroita tarvitaan sitd varten
ddirettomdsti, jotta olisi mahdollista kuvata minkd suuruisia tahansa joukkoja. Vaikka

alkeishiukkasia on 10%, voimme valita niistd 2'"" erilaista alkeishiukkasten joukkoa jne.. Tdmén
jilkeen on my0s laskettava montako erilaista numeroiden osajoukkoa voidaan valita (=on
olemassa). Nidin saadaan vield mahtavampi ddrettomyys.

Adretonti kiytetddn esimerkiksi tilanteessa, jossa kiinnostavaa on, miti jonkun funktion arvot
ldhestyvit sen argumentin kasvaessa rajatta, jossa on mukavaa myos ajatella sen ldhestyvin
ddretontd.

Ensimmadisen ddrettdmén joukon olemassaolo vaatii oman aksioomansa (aksiooma 7), koska ak-
sioomasta 6 ei seuraa, ettid voidaan yhdistdd ddretontd miirad joukkoja. Tamai vaikka dédretontd ei
ole madritelty. Tasmallisemmin: kaikkien ddrellisten joukkojen luokka muodostaa suljetun sys-
teemin aksioomien 1-6 suhteen. Toisin sanoen ndmi aksioomat eivit implikoi sellaisen joukon
olemassaoloa, joka ei olisi dédrellinen mééritelmén 5 mukaan. [1]

Alkuun

Zermelon aksioomat

Saksalainen matemaatikko Ernst Zermelo (1871-1953) [9, 10] kehitti paradoksien vilttimiseksi
muutaman joukko-opin aksiooman, joista oli tarkoitus olla mahdollista rakentaa koko sen ajan
matematiikka vilttyen kuitenkin paradokseista, joiden syntyperd on kielen epatasmallinen kaytto.
Tiétd systeemid korjasi vield Adolf Fraenkel (1891-1965) [9. 10], joka muun muassa todisti
valinta-aksiooman (maininta alempana) riippumattomuuden muista aksioomista.

Myohemmin todettiin, ettd tdydellisempi teoria vaatii luokkien kéyttod, ts. joukkojen, joiden ei
tarvitse toteuttaa kaikkia aksioomia. Kuitenkin Zermelon aksioomat ovat filosofisesti varteen
otettavia ja varsin pdtevid johtamaan reaaliluvut, ndenndisesti, ei mistddn. Ndin pdddyinkin
kiyttimiidn Zermelon aksioomia. Kaikkia aksioomia en kiytd, kun ei ole aiheessa tarpeen.
Esimerkiksi kuuluisuutta saavuttanutta valinta-aksioomaa: Olkoon t epdityhjien joukkojen joukko.
Tdlloin on olemassa joukko, johon kuuluu tismdlleen yksi alkio jokaisesta joukon t jidsenestd.
Voidaan siis ”valita” jokaisesta yksi alkio. [1, 9] Tdmai on tidrked aksiooma, joka on vilttimé&ton
esimerkiksi joukkojen mahtavuuksiin (suhteelliseen kokoon) liittyvii tuloksia todistaessa.

Systeemini poikkeaa Zermelon systeemistid kuitenkin vield muutamalla tavalla:

- Aksiomatisoin, aksioomassa 1, joukkojen olemassaolon ylipddtaidn, koska en halua, ettd kyse
on siitd, ettd rakennetaan olemassa olevia joukkoja tyhjin joukon ja muiden aksioomien
avulla, vaan ikddn kuin loydetdédn niitd joukkoja olemassa olevien joukkojen seasta niiden
(muiden aksioomien) avulla.

- Jotkut kdyttamini aksioomat ovat Zermelon aksioomien erikoistapauksia. Esimerkiksi en
halua kéyttdd osajoukon aksioomaa:

Olkoon a joukko. Tdlloin jokaista joukon a kaikille alkioille mielekdstd vditettd kohti on
olemassa se joukon a osajoukko, jonka kaikki alkiot tekevdit vditteestd toden. [1, 9]

Tamai nimittdin on tarkoitukseeni liian laaja ja se vaikuttaa jotenkin holtittomalta. Mistd
tieddmme, ettd vdite on mielekds jokaiselle joukon a alkiolle? Ainoa mielekds vdiite
tekstissdni on ”’joukko a kuuluu joukkoon »”. Muut ovat taméin sovellutuksia. Kadyttdisin tati
aksioomaa esittddkseni vain muutaman tosiasian, joten mieluummin otan ndmé muutamat



aksioomiksi. Sen sijaan sanon, etti jokainen osajoukko on olemassa, mutta vaikenen siitd,
miten se suhtautuu mielekkdiisiin vditteisiin.
Alkuun

Johdanto matemaattiseen tekstiin

Aloitan miirittelemilld implikaation sekd toden ja epitoden kisitteet. Tamién jilkeen aksioomien
ja lauseiden esittiminen on jotenkin mahdollista. Sitten véhitellen méadrittelen uutta kisitteistoa:
annan nimid aksioomien johdosta olemassa oleville joukoille ja my0s niille, jotka eivét viltti-
mittd ole olemassa; todistan lauseita (kidytdnnossa siis todistan, ettd aksioomista seuraa sellaisten
ja sellaisten joukkojen olemassa olo). Tekstin kuluessa tulee esille muutama uusi aksiooma
asiayhteyteen liittyen. Esimerkiksi ddrettomyysaksioomaa ei tarvinnut mainita aikaisemmin, kuin
oli tarpeeksi késitteistod operoimaan luonnollisten lukujen kanssa.

Suurin osa lauseista on apulauseita joidenkin isompien tulosten varalle. Todistukset olen laatinut
miltei poikkeuksetta itse. Tamin takia ei tarvitse etsid niiden peristé viitteitd. Todennidkoisesti
moni todistus on sellainen, ettd olen sen jostain joskus lukenut ja sen takia sen todistaminen ei
ollut liian hankalaa, mutta tdssd tapauksessa ldhteen muistaminen on vield hankalampaa.

Sivun reunassa pyrin tarpeen mukaan antamaan viahin selkoa siitd, mitd on kidynnissa.
Viliotsikot my®s auttavat suunnistamisessa. Viliotsikot ovat merkitty keskelle sivua ja niiden
alaotsikot vasemmalle reunalle. Miiritelmailla tai lauseella on numero siind tapauksessa, jos
myO6hemmin viittaan kyseiseen mééritelméin tai lauseeseen.

Alkuun



Vilttamattomit kaksi
maidritelmii, joita il-
man muitakaan aksi-
oomia ei voisi tuottaa
ja joka on kaiken kie-
lellisen ilmaisun alku
tdssa tyossa.

Seuraavaksi ensim-
miinen aksiooma, jo-
ka esittdd jonkun ole-
massaolon. Jonkun on
oltava olemassa, voi-
daksemme jatkaa.

Seuraavaksi méiritel-
ladan olemassa olevien
asioiden (joukkojen)
yhteys — mahdollisuus
rakentaa. Yhteyden on
mahdollista olla ole-
massa, muuta maari-
telm4 ei sano.

Repliikin ”joukoille a
ja b on olemassa nii-
den vilinen yhteys”
sijasta sanotaan “jouk-
ko a kuuluu joukkoon
b

Sitten aksiooma, joka
antaa rakennelmalle
kulmakiven. Tyhjistd
joukosta tehddin
peruskdsite. Se on
jokin johon voi tarttua
kiinni ja toisaalta olisi
aika epdintuiivista, jos
joukko ei voisi olla
tyhjd: miksi jokaista
joukkoa kohti pitiisi
aina olla olemassa
jokin joukko, jolla on
mainittu yhteys
edelliseen?

Mairitelma 3 — ehka
tarkein kasite koko
systeemissd.

Matematiikkaa
Joukko-opin alkeet

Maéritelma 0.1: Vditelause (tai lause) on muotoa ’On olemassa olio, joka ...”.
Lauseen vastalause on “Ei ole olemassa oliota, joka ...”. Lauseesta ja vastalau-
seesta aina toinen on tosi ja toinen epatosi riippuen siitd, kumpi viittdd samaa
kuin jokin aksiooma.

Huomautus: Aksioomat ovat puolestaan valittu siten, ettei lause ja vastalause voi
molemmat olla tosia. Tilanne voi kuitenkin olla episelvi, jos esimerkiksi mikdin
aksiooma ei viitd samaa kuin lause tai sen vastalause, mutta tdssi tapauksessa
lauseella ei olekaan kyseisessd universumissa totuusarvoa, eiké siti tarvitse ottaa
huomioon. Lause on silloin mieleton.

Madritelmd 0.2: Merkkiyhdistelma “Jos x, niin y” (merkit x ja y voi korvata
lauseella) vastaa intuitiivista merkitystdén, tarkottaen, ettd lauseen x olleessa tosi,
my®0s y on tosi.

Aksiooma 1: On olemassa joukkoja.

Madritelmd 1: Jos a ja b ovat joukkoja, niin ’a kuuluu joukkoon b” on niiden
vilinen yhteys, joka on olio. Sille siis mééritelmin 0.1 nojalla pdtee olemassaolon
poissulkeva ominaissuus.

Kommentti: Emme vield (vilttiméttd) tiedd, mitd ndmé kisitteet ”joukko”
ja "kuuluu” tarkoittavat, eiké silla ole merkitystd, kunhan muistamme tdmin
poissulkevan sddnnon.

Aksiooma 2: On olemassa tyhji joukko, jolle kaikilla joukoilla a pitee (on tosi):
a ei kuulu tyhjdian joukkoon.

Maéritelma: Jos joukko x kuuluu joukkoon A, niin x on joukon A alkio tai jéisen.

Mairitelma 2: Joukko a on joukon b osajoukko jos joukon a jokainen alkio
kuuluu joukkoon b.

Lause 1: Joukko a ei voi olla molempia: seké joukon b osajoukko ettd ei.
Todistus: Seuraa madritelmistd 1 ja osajoukon madritelmasta. [

Merkint6jd: a kuuluu joukkoon A: a€ A; muutoin a ¢ A; joukko A on joukon B
osajoukko: A c B; muutoin A & B tyhji joukko: @.

Madritelmd 3: Jos joukko a on joukon b osajoukko ja b on joukon a osajoukko,
niin a ja b ovat sama joukko. Merkitédin a = b. Erityisesti @ = @.

Mairitelma 4: Madritelladn nyt vditelause helppouden vuoksi uudestaan: merkki-
yhdistelmidt a = b ja ae€ A, joissa a, b ja A ovat joukkoja, ovat vditelauseita.
Lauseiden vastalauseet ovat a #b ja a¢ A. Tosi ja epidtosi maddrdytyvit nyt
madritelmilld 1 ja 3.



Teoksen tarkoituksena
on tarkastella oheisen
mukaisia fosia lauseita.
Epdtosilla ei niinkdidn
ole vilid. Jos edempini
sanotaan, ettid asiaintila
on niin ja néin (esim.
lauseessa tai todistuk-
sessa), tarkoitetaan, etti
lause asiaintila on niin
jandin” on tosi. Kaikki
kiytetyt lauseet ovat sel-
laisia, ettd ne on mah-
dollista muokata m&dri-
telméin 4 muotoisiksi
lauseiksi merkityksen
siitd karsimétta.

Kuvassa 1 on esimerkki
siitd, miten joukkojen
olemassaolo ja yhteydet
voidaan esittdid kaaviolla
ja miten “uusien”
joukkojen olemassaolo
seuraa tdstd aksioomien
avulla.

Aksioomasta 6 ei
esimerkiksi seuraa, etti
kaikkien joukkojen
joukko olisi olemassa.
Voidaan jopa osoittaa,
ettd ndin voidaan
muodostaa vain
ddrellisid yhdisteitd
(ddrellinen méadritelldan
toki myohemmin). [1]

Merkinnin avulla
madritellddn predikaatti-
logiikan kvanttorit.

Aksiooma 3: Olkoon ¢ joukko. Téll6in on olemassa joukon 7 jdsenien alkioiden
joukko, jota merkitdin Uz .

Aksiooma 4: Jokaisen joukon jokainen osajoukko on joukkona olemassa. Toisin
sanoin, jos esimerkiksi joukot a, b, ¢ ovat jonkun joukon alkioita, niin joukko {a,
b, c} on olemassa.

Aksiooma 5: Olkoon A joukko. Télloin on olemassa joukon A potenssijoukko,
joka on joukon A kaikkien osajoukkojen joukko. Merkitdédn I1(A).

Aksiooma 6: Olkoon a ja b joukkoja. Téll6in on olemassa joukko, jonka alkioina
ne ovat: {a, b}.

Lause 2: Jos a on joukko, niin on olemassa joukko, jonka alkiona se on: {a}.
Todistus: Aksiooman 6 ja mééritelmien 1 ja 3 nojalla on olemassa joukko {a, a}
={a}. ]

Merkinti: Jos a, b, c... ovat joukon 7 alkioita, niin Ut =aUbuUc....
Mairitelmé: Olkoon a ja b joukkoja. Niiden joukon a alkioiden joukko, jotka

ovat joukon b alkioita on joukkojen a ja b leikkaus. Se on joukon a osajoukkona
olemassa ja sitd merkitddn a Nb.

Esirmesrkkitilanne; jossa rmerkit © edustavat joukkoia jo

O— O tarkoittan, et joukke x kuulud joukkoon v Maéiritelmé: Olkoon A ja B
-~ Madritelma

Nyt esimerkiksl: joukkoja. Olkoon ¢ sellainen
9 B¢ @ EZE?;}:{EE{.;} joukon A ogajoukko, ettd -
& T,—‘?L (o) E\h bedhUl=g tﬁB=®JaACtUB.Tata
Pom'? o /p\ ﬁ efld=k joukkoa ¢ merkitédin A\B ja
2 ‘o kutsutaan joukoksi A pois B.
i i

' _«‘ko-—?'lo

iyt aksloorilend.-4 nojalla ovol clemaosso alnakin myds w dxe A:xe 'B
seuaavat joukot, Meddaan nita O tarkoittaa ANB # O ja

%i-— — _;.,g g={d}; lauseen 2 Vxe A:x¢ B tarkoittaa
1 =l .
4 O ? AN B = . Ensimmiisessi x

O
l /’ noialia

kuvaa sitd joukon AN B alkiota,
AN 7

p=kUl= {JU{k}={lk} [l joka epdtyhjyyden nojalla on

i \‘ / IO cksloornan 3 nojalio siind olemassa.
Op
Kuva 1 Termit avaruus, perhe ja kokoelma merkitsevét kaikki

samaa kuin joukko. Niilld on jokaisella oma tarkentava
merkityksensd. Kun puhutaan avaruudesta, tarkoitetaan, etti ei tarvitse olettaa,

ettd se on minkiin muun joukon osajoukko. Tarkasteluun riittiisi siis, ettd timé avaruus olisi
koko maailma. Kokoelmaksi sanotaan joukkoa, jonka alkiot ovat myd6s joukkoja. Termi on
kdytinnollinen sekaannusten vilttimiseksi. Kokoelman alkioita kutsutaan myos jdseniksi. Perhe
on kuin kokoelma, mutta usein kdytetty termi on esimerkiksi funktioperhe (joukko, jonka alkioita
ovat kuvaukset).

Merkintd: Osoittamalla olioita (viittaamalla olioihin) voidaan muodostaa joukko, jonka alkioina
ndmi oliot ovat (tissi tapauksessa on syyti olla myds varma tdmén joukon olemassaolosta). Ne
voidaan osoittaa luettelemalla niiden merkit/nimet seuraavasti: {a, b, ¢, vadim} tai kdyttamailla
muita merkintdjd, kunhan tulee selviksi miti olioita tarkoitetaan. Yleensa:
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{Ehto oliolle (esim. mihin avaruuteen se kuuluu) | Rajoitus oliolle ehdon sisilld}.

Nyt pitdisi jo madri-
teltyjen joukko-
opillisten toimintojen
avulla médritelld muut
laajassa kdytossi ole-
vat toimitukset, kuten
komplementti ja sitten
ndiden avulla tirkeit
loogiset operaattorit,
kuten implikaatio, ek-
vivalenssi, konjun-
ktio, disjunktio jne..
Sen jdlkeen voi todis-
tukset rakentaa esim.
vastaoletuksen avulla
ja muutenkin kayttdd
kieltd vapaammin.

Siis:

Nyt esimerkiksi maa-
ritelmé 1 voidaan lau-
sua jollain seuraavista
tavoista: B C A
~>Vxe B:xe A
SBNA =0

& xeB=>xe A.

Oheisia lauseita tarvi-
taan niin usein, etta
niitd kiytetddn tasti
eteenpdin mainitse-
matta.

Esim. A ={xe Bl x # a} tarkoittaa, etti joukon A alkioita ovat ne joukon B alkiot,
jotka eivit ole sama kuin a.

Téstid eteenpdin puhuessa joukosta A oletetaan, ettid se on avaruuden X osajoukko.
Ndin véltytddn puhumasta kaikesta, joka on hyvin epdméirdinen késite.

Merkinti: A= X \ A = joukon A komplementti (avaruudessa X) = fxe X : xe A}.

Komplementti on niiden avaruuden X alkioiden joukko, jotka eivit kuulu joukkoon
A.
Alkuun

Propositiologiikan merkinnit ja késitteet

Olkoon A joukko ja P(x) = x€ A lause. Nyt méiritelmén 3 nojalla ilmaisut ”P(x)
on tosi” ja ”P(x) on epétosi” voidaan korvata ilmaisuilla xe A ja x¢ A. Olkoon
joukot A ja B viitteitd P ja Q samalla tavalla vastaavat joukot. Merkitédédn tilloin

xe ANB = (PAQ)(x) ja xe A° = (=P)(x).

A - P
B - 0
ANB - PAQO
A€ -- - P

Ja ndiden avulla ilmaistavissa:
AUB=(A“NB°)" --

A\B=(A“ UB)‘ --

A°UB --

PVQ :—|(—|P/\—|Q)
PA —lQ = —|(—|P \'2 —|Q)
—P v Q Vaihtoehtoinen merkintd: P = Q

Lisiksi: (A° UB)N(AUB) = (A° "B ) U(ANB) -
P=>O)AQ=P)=PsQ

Lause: (P = Q) & (00 = —P)
Todistus: (—Pv Q) < (QV—P) & [-(—0) v (—P)| & (=Q = —P). [

Lause: AcBcC=AcC
Todistus: Kaikki joukon B alkiot kuuluvat joukkoon C. Kaikki joukon A alkiot ovat
joukon B alkioita, joten kuuluvat joukkoon C. [

Lause: a=b=c=a=c
Todistus: (acbcco)a(ccbca)=(acc)a(cca)sSa=c.

Alkuun

Analyysin Kisitteet: karteesinen tulo ja kuvaus

Mairitelma: Olkoon joukko A# @. Vx,ye A:x =y = joukossa A on yksi alkio. Sanon siis, ettd

joukossa on yksi alkio, jos sen kaikki alkiot ovat keskenddn samat. Esimerkiksi joukko {@} on
sellainen, silld jos x ja y ovat @, niin médritelmén 2 nojalla x =y.
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Madiritelméa: Joukkojen a ja b jdirjestetty pari (a, b) on joukko {{a}, {a, b}}. ([1], s. 66).
Aksiooman 6 nojalla timé joukko on olemassa. Sanotaan, ettd a ja b ovat parin (a, b)
komponentteja.

Lause 3: (a, b) =(c,d) & (a=c)A (b =d).

Todistusta varten tarvitaan lemma: {{a},{a, b}} c{{c}}=>a=b=c.

Todistus: Todistetaan ensin, ettd {a} = {a, b} = {c}. Viitteen mukaan ensimmdisen joukon
{{a},{a, b}} jasenet ovat myOs joukon {{c}} jdsenid (yhtdsuuruuden miiritelma) ja timén
joukon jdsenid ovat (on) {c}. Nédin ollen {a} = {c} = {a, b}. Samalla periaatteella ensimméiisesti
osasta seuraa, ettd a = ¢ ja ettd ¢ = b ja tistd puolestaan, etti a = b. [

Lauseen 3 Todistus: Jos a = b, niin (a, b) = {{a}}, jolloin lemman nojalla oltava ¢ = d, silla

muuten ei voi pited (¢, d)C(a, b). Silloin {{a}} c{{c}}= {a} ={b}= a = c. Olkoon nyt a# b.
Nyt lemman mukaan myd6s ¢ # d , koska muuten olisi (¢, d) = {{c}}, jolloin (a, b) (¢, d) johtaa
ristiriitaan. Nyt {{a}, {a, b}} = {{c}, {c,d}} = {{a}, {a, b}} c{{c}, {c,d}}. Nyt joko {a} =
{c} tai {a} = {c, d}. Mutta jos {c, d} c{a}, niin ¢ = d, miki on ristiriita, joten {a} = {c} & a =
c. Nyt, koska {a, b} # {c}, on oltava {a, b} = {c, d}. Koskaa = c jab#a, on b = d. Kéiéntéen:
josa = cjab =d, niin selvisti {{a}, {a, b}} ={{c}, {c,d}}. [}

Karteesisen tulon epi-
tyhjyys siséltidid tiedon
siitd, ettd jokaisesta
kerrottavasta joukosta
voidaan valita ainakin
yksi alkio. Tilannetta
jossa timé on mahdo-
tonta ilman valinta-
aksioomaa (the Axiom
of Choice [1]) ei
teoksessani esiinny,
silld semmoinen voi
ilmetd ainoastaan
ddrettomilld joukkojen
joukoilla. Lopussa
toki mééarittelemme
reaaliluvut, muttemme
ldhde tarkastelemaan
ongelmatilanteita,
joissa valinta-
aksiooma on tarpeen.

Miigritelmi: Joukkojen A ja B karteesinen tulo = AxB ={(x,y)| x€ A, ye B}. On
siis joukko jérjestettyjd pareja, joista ’ensimmaiinen’ on joukon A alkio ja ’toinen’
joukon B alkio.

Lause: Joukkojen A ja B karteesinen tulo on aina olemassa.

Todistus: Aksiooman 6 nojalla on olemassa joukko {A, B}. Nyt aksiooman 3
nojalla on U {A, B}. Merkitiin U {A, B}= @. Selviisti, jos a€ A ja be B, niin a,
be @, joten {a, b} C @ ja on osajoukkona olemassa. Samoin {a} c @. Niin ollen
{a},{a, b}e TI(@) kaikilla a€ A ja be B. Nyt jilleen {a, {a, b}}e I[III(@)) ja
{{a, {a, b}}}e IIII(II(@))), mistd seuraa aksiooman 3 nojalla, ettd joukko (joka
on olemassa!) U II(TII(TI(@))) sisiltid jokaisen joukon {a, {a, b}}, joten AXB on
sen osajoukko ja nidin olemassa. [

Madiritelmd: Joukkojen A ja B relaatio R on joukon AX B osajoukko. (Jdrjestys
tarked!)

Merkintid: aRb <& R(a,b) & (a,b)e R.,kun Rc AXB.

Mairitelméd: Kuvaus joukosta A joukkoon B on joukkojen A ja B sellainen relaatio
F, jolle pitee:

1) YVae A:dbe B:aFb

2) aFbAnaFc=b=c.([6],s.24)

Jos A c X, niin joukkoa X sanon ldhtdjoukoksi, joukkoa A mddrittelyjoukoksi ja joukkoa B
maalijoukoksi. (A on siis aina sekd médrittely- ettd 1dhtojoukko).

Merkinti: f: A — B < A—L— B <> fon kuvaus joukosta A joukkoon B. Jos x€ A ja ye B,
ja fon kuvausrelaatio jossa xfy, niin merkitddn y = f(x), jolloin siis xf [f(x)]. Sanotaan, ettd f(x) on
funktion f arvo argumentilla x. Kuvausten yhteydessi ei kannata kayttdd relaatiosta merkintdi
R(x,y), silld se voi mennd sekaisin muunlaisen kuvauksen kanssa.
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Madritelmé: Kuvaus (olkoon vaikka f : X — Y') on surjektio, jos sille pitee:

VyeY:dxe X : f(x)=y. Surjektio "tayttdd” maalijoukon.

Mairitelmé: Kuvaus (olkoon vaikka f: X — Y') on injektio, jos sille pitee:
f(x)= f(y)= x=y. Injektio ei saa samoja arvoja eri pisteissi.

Madiritelmd: Kuvaus (olkoon taas vaikka f : X — Y) on bijektio, jos se on seki injektio, ettd

surjektio, eli se kuuluu joukkoon I NS, jossa I on kaikkien injektio- ja S surjektiokuvausten

joukko.

Nyt tulivat esille ma-
tematiikan tarkeimmit
kisitteet — relaatio ja
kuvaus. Niitd avuksi
kéyttden on jo helpompi
edetd.

Mairitellddn laskutoimi-
tus. Kun puhutaan ku-
vauksesta, joka on las-
kutoimitus, ei merkiti
tavanomaisesti 1dhto-
joukon jdsen sulkuihin
kuvauksen merkin jal-
keen, vaan kuvausmerk-
ki laitetaan kahden lih-
tojoukon komponentin
viliin (1ahtojoukko kun
on muotoa AxA).
Esimerkiksi a® b = c.

Lause 4: Jos kuvaus f : A — B on bijektio, niin on olemassa sellainen kuvaus
f:B—>A,etti Vxe A: £ (f(x)=x.

Todistus: Kuvauksen miiritelmin kohta 1) seuraa siitd, ettd f on surjektio ja
kohta 2) siitd, ettd f on injektio. [

Lause 5: Jos f~' on bijektion f: A — B Kiinteiskuvaus, niin se on bijektio.
Todistus: Injektio: Olkoon p, g € B ja f ' (q) = f ' (p). Koska f on surjektio,
tiedetddn, ettd on olemassa sellaiset x,ye A, ettd f(x)=p ja f(y)=¢q.Onsiis
£ (f(x) = f'(f(y)). Kignteisfunktion miritelmin nojalla timén yhtilon
oikea puoli on x ja vasen y ts. x = y. Surjektio: Olkoon xe A. Télléin f(x)e B.
Tilloin on olemassa f~'(f(x))e€ A jalisdksi f~'(f(x)) = x . Niin siis jokaista

x € A kohti on olemassa joukon B alkio, joka kuvautuu kédéanteiskuvauksessa
alkioksi x. [

Lause 6: Jos kuvaukset f: A — Bja g:B — C ovat bijektioita, niin niiden
yhdistetty kuvaus go f: A — C,jossa (go f)(x) = g(f(x)) on myds bijektio.
Todistus: Injektio: Jos g(f(x)) = g(f(x)), niin — koska g on injektio — on
f(x)= f(y) janyt — koska f on injektio — on x = y. Surjektio: Jokaista joukon C

alkiota c kohti on kuvauksen g surjektiuden nojalla olemassa joukon B alkio b, jolla g(b) =c.

Kuvaus f on surjektio, siis alkiota b kohti on olemassa joukon A alkio a, jolle f(a)=>b, mistid

seuraa, ettd g(f(a))=c. ]

Madiritelméa: Olkoon A joukko. Talloin laskutoimitus joukossa A on miki tahansa kuvaus

k:AXA— A.

Mairitelmad 5: Joukko X on ddrellinen jos ja vain jos
[(A < X) A (on olemassa bijektio A 2 X)| = (A= X).

Alkuun

Luonnolliset luvut

Mairitelméa: Joukko N’ on joukko, joka toteuttaa seuraavat kohdat 1) ja 2). ([1], s.22)

1) @e N

2) Ae N'= AufAle N'

Aksiooma 7: Joukkoja N’ on olemassa.
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Olkoon N kaikkien joukkojen N’ leikkaus. Voidaan nyt piitelld joitain joukon N alkioita:
Ve N={0}e N={08,{0}}e N = {0.{0}.{0.{0}}}€ N jne.. Ensimmiinen kohta on kohdan 1)
mukainen ja implikaatiot noudattavat kohtaa 2).

Joukkoa N sanotaan induktiiviseksi. Induktiotodistukseksi sanotaan todistusta, jossa todistetaan
jokin kaikkia luonnollisia lukuja koskeva viite siten, ettd todistetaan ensin viite jollekin alkiolle,
esim. alkiolle @, ja sitten todistetaan, ettéd jos viite pitee alkiolle &, niin myos alkiolle kU {k}.
Téll6in jos muodostetaan niiden alkioiden joukko, joille tdmi véite pétee, nihdéén, ettd se on N.
Silloin induktio-oletus on P(k) ja induktio viite P(kuU {k}), jossa P(x) on joukkoa x koskeva viite.

Lemma *: Olkoon p, ge N. Télléinpe g = pcCq.

Todistus: Jos p = @, niin aina p C ¢ . Induktio-oletus: pitee, kun p = k; induktioviite: pitee, kun
p =k U{k}. Oletetaan siis, ettd kU {k} € g. Tdma tarkoittaa, ettid ke g, eli ainakin kC ¢g . Mutta,
kun my®os ke g eli {k} C g, niin saadaan, ettd myos kU {k} c g . []

Lause 7: Joukko N ei ole ddrellinen.

Todistus: Olkoon W =N\ {@}. Nyt Wc N, mutta W # N, koska N & W. Olkoon kuvaus s: N >
W sellainen, ettd s(j) = ju {j}. Koska je N, myos s(j)e N. Lisiksi je s(j) = s(j)# @, joten

s(j)e W. Kuvaus on injektio: s(j) = s(k) = ju {j} = kU {k}. Oletetaan, ettd nyt kK, jolloin
lemman * mukaan k¢ j ja siis {k} &j. Jos tdlloin kU {k} cjuU {j}, niin on oltava {k} c {j} = k=
J = kcj, miki on ristiriita. Samoin olettamalla, ettd j & k, saadaan ristiriita, siis

J = k. Surjektio: Kun s(j) = {@}, niin j = @. Todistetaan nyt, ettd jos on olemassa je N siten, ettd
s(j) = t, niin on olemassa j’ € N siten, ettd s(j°) = rU {t}. Valitaan j° =j U {j}= s(j). Nyt s(j°) =
s(sG)) =s@®) =tu {t}. [

Asetetaan nyt joukon N alkioille merkit (symbolit) bijektion # : Il — N avulla, siten, etté
joukkoon [N tuodaan merkit sen mukaan, kun niiti tarvitaan kuvaamaan jokin joukon N alkio,
jotta # olisi varmasti bijektio:

#0 = ]

#1 = {9}

#2 = {9, (D}}

#3 = {9, {0}, {0.{D}}}

#4 = {9, {0}, (0.{0}}, { 9.{D}.{0.{0}}}}
jne..

Tissi oletetaan, ettd numeromerkit ovat ennestiin tuttuja, ettei tarvitse médritelld niiden
merkintid timén tdsméllisemmin. Kuvaus # : Il — N antaa siis joukon N symboleille
“merkityksen”. Joukkoa N kutsutaan luonnollisten lukujen joukoksi ja jokaista timén joukon

alkiota luonnolliseksi luvuksi.
Alkuun

Jarjestysrelaatio

Lause 8: Jos n, me N niin joko n < m, n D m tai molemmat, jolloin n = m.
Todistus: Olkoon ne N ja joukko S, sellainen joukon N osajoukko, jolle pitevit seuraavat ehdot
(1) ja ().

(Hne S,

ke Sy, =>kulkle S,

Se ettd tama voi olla (ja my0Os on) joukon N osajoukko seuraa joukon N mééritelméastd. Nyt,
koska aina ¢ < 0 U {6}, niin kaikillame S, : nc m.
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todistus on
pitkd, mutta
tarked. Siind
todistetaan,
etti
luonnollisissa
luvuissa on
luonnollinen
jarjestys.

Lauseen 8 Lemma: A\(B\C)=(A\B)uU(C N A).

Selitys: Vasemmanpuoleiseen joukkoon kuuluvat ne joukon A alkiot, jotka eivit ole joukon
B pois C alkioita. Joukon C alkioita ei siis ’oteta” pois. Ndin jos ensin otetaan joukon B
alkiot pois, niin kuin oikealla, tdytyy joukkoon A kuuluvat joukon C alkiot ’palauttaa”.

Lemma: N\ S, = n.

Todistus: Jos n = @, niin asia on selvid. Silloin nimittdin S, = N, jolloin N\ S, =N\N=0 =
n. Induktio-oletus: pitee, kun n = k; induktioviite: pitee, kun n = k U {k}. Merkitddn

k'=k u{k}. Tiedetdin, ettd joukkoon Si kuuluu £’, mutta joukkoon Sy ei kuulu k. Néin
saadaan (ndiden joukkojen midritelmad kdyttdmalld):

Siis jokaiselle S =S\ {k}. Siis N\ S =N\ S\ (k) =(N\Spu ik} =k u{k}. []

lukuparille (m,n)

joko m<n, n<m, Olkoon nyt n, me N. Nyt aksiooman 2 nojalla, m joko on joukossa S, tai ei. Jos se on siini,
tai m=n. [lman niin ylli todetun mukaan n  m. Tarkastellaan nyt joukon N alkiota m U {m}. Se myds

tata tulosta olisi
kovin hankala
edeti.

joko kuuluu joukkoon S, tai ei. Jilkimmadisessi tapauksessa se kuuluu joukkoon N\ §, eli
joukkoon 7, jolloin se on my0s sen osajoukko. [

Merkinti: Olkoon n, me [N. Téll6in jos #n C #m, niin merkitdin n <m. Méiritelmésti 3 seuraa,
ettd (n <m) A (n=>m)= n=m. Sanotaan, ettd n on pienempi tai yhtd suuri kuin m jos n< m.

Alkuun

Lukuméiri

Miiritelmid: Olkoon A joukko. Jos on olemassa bijektio b: A —#n , jossa ne I, niin sanotaan,

ettd joukossa A on n alkiota. Esimerkiksi jos A = {Q, I', @, Ib}, niin joukossa A on 4 alkiota, silld
esimerkiksi kuvaus b : A —#4, jolle

b(Q) =0
b(®) = {T}

bT) ={D.{}}
b(tb) = {9, {0.{0}}, {0, {D.{D}}}}

Yllittavan vaikeaa oli
todistaa tdmad, ettd jou-
kossa ei voi olla yhtd
aikaa eri médra jése-
nid. Tdmin todistettua
siis tiedetdidn, mitd tar-
koitetaan, kun sano-
taan “minulla on niin
ja niin monta
omenaa’”, jossa “niin ja
niin monta” on joku
luku.

on bijektio.

Lemma 0: Aina on olemassa bijektio joukosta itseensi.

Todistus: Yksinkertaisin esimerkki on identtinen kuvaus id : A 2 A, joka
maidritelldédn siten, ettd Va € A:id(a) = a. Injektio: id(x) = id(y), madritelmasti
seuraa, ettd x = y. Surjektio, koska jokaista oliota x kohti on olemassa olio x (se itse!),
jolla id(x) = x. [

Madritelmé: Olkoon f : X — Y kuvausja A < X osajoukko. Joukkoa
{ye Y:y=f(x), xe A} merkitiiin /B ja sanotaan joukon A kuvaksi.

Lemma 1: Jos ovat olemassa bijektiot a: A — B ja b: A — C, niin on olemassa

bijektio c: B — C.
Todistus: Lauseiden 4 ja 5 nojalla on olemassa kuvauksen a bijektiivinen kiénteiskuvaus

a”' : B— A. Nyt lauseen 6 nojalla yhdistetty kuvaus boa~

1

: B — C on bijektio. [
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Lemma 2: Olkoon ne . Tilloin jos kuvaus k: #n = #n on injektio, niin se on myds surjektio ja
siis bijektio.

Todistus: Tapaus n = 1 on selvid. Induktio-oletus: lemma pétee luvulle n; induktiovdite: se pitee
luvulle n U {n}. Olkoon kuvaus k : #n U {#n} — #n U {#n} injektio. Koska mikédan kuvaus k ei
saa arvoa k({#n}) milliin muulla argumentilla, kuvaus k': #n —>#n U {#n}\ {k({#n})}, jossa k’
on sama kuin k rajoitetulla méérittelyjoukolla, on injektio. Rakennetaan kuvaus

t:#nu{#n}\ {k({#n})} — #n siten, ettd jos {#n}= k({#n}), niin #(a) = a kaikilla joukon #n
alkioilla a. Jos {#n}# k({#n}), niin

{a, jos a # {#n}
H(a) = :
k({#n}), jos a = {#n}

Kuvaus ¢ on selvisti bijektio ja kuvaus # o k': #1n = #n on injektioiden yhdisteend injektio (ks.
lauseen 6 todistus). Nyt jos oletus pétee ja 7o k' on surjektio, niin

totok'=k"#n —>#nU{#n}\ {k({#n})} on surjektioiden yhdisteeni surjektio (ks. taas lauseen
6 todistus). Olkoon nyt u :#n U {#n} —>#n U {#n} sellainen, ettd

k'(a), kuna #{#n}

Mitédén ei ole muutettu, paitsi liséttiin yksi alkio ja sille sitd vastaava kuva (molemmat ovat
joukoissaan “uusia”). Kuvaus u on siis samalla tavalla surjektio. Lisédksi u = k. Siis k on surjektio.
(Ajatuksen kulkua ehkd hieman selkeyttdd kuva 2.) [

{k({#n}), kun a = {#n)
u(a) =

Frvans
T Ten)
—h({#n})
=1
3
= i
£ S
1 5 !
e
Kuvaus &' Kuvaus &
m -
i
Wy S e
i
=
E L
5 1 1
B S 2
I =
L A
Fhdistetty uvaus t o k'
Kuva 2
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Lemma 3: Olkoon n, m € N. Nyt joukkojen #n ja #m vilissi on olemassa bijektio jos ja vain jos
n=m.

Todistus: ” <" Jos #n = #m, niin lemman 0 mukaan on olemassa bijektio.

” =" Lauseen 8 nojalla voidaan olettaa, ettd #n C#m, #n ##m . Oletetaan, ettd on olemassa
bijektio b:#n —#m. Nyt #m \ #n# @. Olkoon ¢t :#m —#m sellainen kuvaus, ettd 1(b(a)) =a.
Koska b on surjektio, dskeinen miadritelma kattaa kaikki madrittelyjoukon #m alkiot. Kuvaus # on
injektio: oletetaan #(x) = #(y). Nyt kuvauksen b surjektiuden vuoksi on olemassa u, ve#n , joilla
x=b(u) jay= b(v). Saadaan t(b(u)) =t(b(v)) > u=v = b(u)=b(v) = x =y . Kuvaus f on
myds lemman 2 nojalla surjektio. Kuvaus ¢ on siis bijektio, jolloin yhdistetty kuvaus

tob :#n —#m on sellainen bijektio, jolla o b(a) = ac#n. Nyt jos g €#m\ #n, niin surjektiuden
mukaan pitiisi olla olemassa p e#n, jolla tob(p) = g . Taméd on aksiooman 2 kanssa
ristiriidassa, silld nyt saadaan sekd p = g ettd pe#n ja ge#n. [

Lause: Jos n,me N ja n# m, niin ei ole olemassa joukkoa, jossa on seki tismilleen n alkiota
ettd tismilleen m alkiota.

Todistus: Olkoon A joukko, jossa on n alkiota. Tiedetéin, ettd on olemassa bijektio b: A = #n.
Jos nyt joukossa onkin m alkiota, niin on olemassa bijektio c: A = #m. Nyt lemman 1 nojalla on
olemassa bijektio d: #n = #m, mistd lemman 3 avulla saadaan, etti m = n. [

Lause: Olkoon a, b, ¢, de N. Jos on olemassa bijektiot p: c\a 2 bjag: d\a > b, niin ¢ = d.
Todistus: Lemmaa 1 ja kédénteiskuvauksen olemassaoloa soveltaen ndemme, ettd on olemassa
bijektio k: ¢ \a = d \ a. Olkoon r: ¢ = d seuraavanlainen kuvaus:

k(x), jos x€ c pois a
r(x) =

X,jJosx€ a

Kuvaus r on nyt selvisti bijektio, mistd lemman 3 avulla seuraa, ettd ¢ = d. [
Alkuun

Yhteenlasku

Lause 9: Kaikilla a, be N on olemassa sellainen ce N, ettd on olemassa bijektio g: ¢ \a = b.
Todistus: Olkoon a kiinted. Nyt jos b = @, niin ¢ = a toteuttaa ehdon. Induktio-oletus: on
olemassa ¢’ siten, ettd on olemassa bijektio ¢’ \ a = n; induktiovéite: on olemassa ¢’ siten, etti
on olemassa bijektio ¢’ \a > nuU{n}. Nyt jos b =nU{n}, valitaan ¢ = ¢'U{c'}. Nyt on
olemassa bijektio (¢’ U{c'})\a > nu{n}. Lisiksi (¢’ U{c'})\a=(c’\a) u{c'}, koska c'¢ a,
miki puolestaan johtuu siitd, ettd n on epétyhjd ja siis ¢’ \ a on epityhji ja ndin ollen a < ¢’. [

Miiritelmd: Kuvaus +': NxN — N on sellainen, etti a +* @ =a jaa +" b = ¢ jos ja vain jos
joukossa ¢ \ a on b jédsentd, kun a ja b ovat epityhjid. On siis olemassa bijektio k: ¢ \a = b.

Lemma 4: Olkoon a, b € Njaach. Nyt (b\a)ua=>.
Todistus: Liitteessd olevan lemman mukaan (b\a)ua=(b\a)u(anb)=b\(aua)=b\D =b.
Ensimmiinen yhtisuuruus pitee, koska a C b.

Lause:a+' b=b+ a.

Todistus: Olkoon a +” b = ¢ ja b+’ a = d. Nyt ovat olemassa bijektiot p: c\a > bjag: d\b > a.
Koska on olemassa bijektio i: @ = a ja kuvauksen p ldhtdjoukko ei sisidlld a:n alkioita, niin
voidaan rakentaa uusi bijektio 7: (¢ \ @) Ua = bU a, mikd on lemman 4 nojalla sama kuin

t: ¢ 2 bua. Samalla tavalla voidaan rakentaa bijektio s: d 2 aub . Koskaaub=buUa,
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voidaan lauseiden 4, 5 ja lemman 1 avulla ndhdéén, ettd on olemassa bijektio ¢ = d, josta
lemman 3 nojalla seuraa, ettd c = d. |

Miiritelmé: Olkoon laskutoimitus +: NxN = [N sellainen, ettid a + b = ¢ jos ja vain jos
#a + #b = #c.

Miiritelmi: Olkoon laskutoimitus * : NxN — [ sellainen, ettd Oen = 0 ja (k+1)*n = (k*n) + n
kaikilla n, k € . Merkitién lyhyemin: a*bh = ab. Kutsutaan titi kertolaskuksi.
Alkuun

Kokonaisluvut

Mairitelma: Jos joukon A relaatio R itseensi (eli joukon AX A osajoukko) toteuttaa seuraavat
ehdot 1), 2) ja 3), niin se on ekvivalenssirelaatio joukossa A. [3]

1) Vxe A: xRx. (refleksiivisyys)
2) Vx,ye A: xRy = yRx (symmetrisyys)
3)Vx,y,ze A: (xRy A YRz) = xRz (transitiivisuus)

Huomautus: Kohtaa 1) ei voi johtaa kohdista 2) ja 3) (vaikka niin kuvittelin), koska ndiden
kahden kanssa sopusoinnussa on tilanne, jossa dxe A:Vye A:(x,y)& R.

Miiritelmi: Olkoon R ekvivalenssirelaatio joukossa X ja a€ X. Tilloin joukko {xe A : aRx} on

ekvivalenssiluokka, jota merkitdin X.
Huomautus: Ekvivalenssiluokka ei ole koskaan @, koska kohdan 1) mukaan aina x e X.

Lause 10: Jos R on ekvivalenssirelaatio ja xRy, niin x= ; .
Todistus: Nyt x= {a: xRa} ja ; ={a: yRa}. Nyt jos we x, niin xRw. Tiedetin lisiksi, ettd XRy.
Koska relaatio on symmetrinen, myos yRx ja koska transitiivinen, niin (yRx A xRw) = yRw,

miki tarkoittaa, ettd we ; Siis x ; Vastaavalla péaittelylld saadaan, ettéd ; C x, siis x = ; .
N

Korollaari 1: Jos a € ;, niin a = x.
Todistus: Koska a € x, on xRa. Nyt lauseen 10 mukaan a = x.

Lause 11: Jos A ja B ovat joukon X ekvivalenssiluokkia, niin joko ANB = tai A = B.

Todistus: Kuvitellaan, etti ANB#J ts. 3xe A: xe B. Korollaarin 1 mukaan x=A ja x=8B ,
joten A =B. [

Lause: Olkoon a, b, xe N. Talloina+x=b+x < a=b.
Todistus: Lauseen 7 todistuksessa todistetaan, etti a + 1 = b + 1 & a = b. Tastd induktiolla on
helppo todistaa viite. [

Lause 12: Jos a, ce Il ja a < ¢, niin on olemassa sellainen be IV, etti a + b = c.

Todistus: Jos ¢ = a, niin b = @. Induktio-oletus: on olemassa sellainen b, ettid on olemassa
bijektio k: ¢ \ @ = b; induktioviite: on olemassa sellainen b’, ettd on olemassa bijektio
k:cu{c\a=>b’. Valitaan b’ = b U {b} ja asetetaan
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P00 = {k(x),kun xec

b,

kun x=c¢

Kuvaus £’ on bijektio, koska se muodostui bijektiosta, jonka ldhtojoukkoon liséttiin yksi “uusi”
jdsen ja sille sitd vastaava “uusi” kuva maalijoukkoon. Nimittdin c¢ ¢ ja b¢ b Kkaikilla b,ce .
Tamin todistaa helposti induktiolla. []

Maédritelmd: Olkoon R ekvivalenssirelaatio joukossa A. Télloin joukkoa

{ E c A: E on ekvivalenssiluokka}

merkitddn A/R. Se on siis joukko, jonka alkiot ovat kaikki joukon A sellaiset osajoukot, jotka
ovat relaatiossa R joukon A ekvivalenssiluokkia.

Kisitellddn joukkoa N x [N = N2, Olkoon siini laskutoimitus +: N2 x[N2 — N2, jota merkitéén siis
samalla tavalla kuin joukon [V laskutoimitusta + ja méiritelldén se seuraavasti: jos (a,b),(c,d)€

N2, niin (a,b) +(c,d)=(a+b,c+d).

Intuitiivisesti, ala-
asteen laskusdanndoilla
tdma ekvivalenssi-
relaatio samastaa
kaikki lukuparit,
joiden erotus on sama.
Taytyy kuitenkin edetd
ndin, koska erotusta
eikd negatiivisia lukuja
vield ole. Ideana on
siis madritelld
negatiiviset luvut
pareina (a,b) =a — b,
mutta joudutaan
tietenkin samastamaan
ekvivalenssirelaatiolla
kyseiset parit.

Muodostetaan nyt joukkoon Nx [ = N2 relaatio ~— N2x 2 = N* siten, etti
(a,b) ~ (¢,d) & a+d=c+b.Tami on ekvivalenssirelaatio, koska:

(1) a+b=a+b < (a,b)~ (a,b)

2) (a,b)~(c,d) @ a+d=c+b>c+b=a+d < (c,d)~ (a, b)
(3)  [(a,b)~(c, DIA [(c,d) ~ (e, )] &

a+d=c+b
Sa+d+cec+f=c+b+e+d s a+f=e+bs(a,b)~ (e, f)

c+f=e+d

Miiritelldin joukkoon N2/~ laskutoimitus, jota merkitiin myds merkilld +
seuraavasti: (a,b)+(c,d) =(a,b)+(c,d) =(a+c,b+d) . Merkitidin titd joukkoa
N2/~ = Z (kokonaislukujen joukko). Otetaan lisiksi kidytt6on tutummat merkinnét

joukon Z alkioille: (x,y)=x—y. Nyt esimerkiksi voidaan todeta, ettd x —x = 0,
koska (x,x) =(0,0),sillax+0=0 + x.

Miiritelmé: Olkoon laskutoimitus - : ZxZ = Z sellainen, etti (a, b) - (c, d) = (ac +

bd, bc + ad). Tami on kertolasku joukossa Z. Merkitién samaan tapaan kuin luonnollisten
lukujen kertolasku — ilman vélimerkkii.

Lause: x — y € Z kohti on olemassa a< [\, jolla jokoa—-0=x—ytai0—a=x-y.
Todistus: Lauseen 12 nojalla jokaista paria x, ye [V, jossa x< y kohti on olemassa ae I, jolla
x+a=y=y+0=>x+a=0+y < (x,y) ~(0,a) jajos x< y, niin vastaavasti (x,y) ~ (a,0). []

Niin siis jokainen kokonaislukujen alkio on muotoa a — 0 tai 0 — a, jossa ac [\ jota voidaan
lyhyemmin merkiti: a ja (— a).

Kertolaskusta voidaan helposti todeta: a(-1) = (a, 0)(0, 1) = (0, -a) = -a ja muita tdmin
laskutoimituksen hyddyllisid ominaisuuksia. Lisiksi -(-a) = a.
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Olkoon nyt & : Z = N sellainen, etti A(x) = x. Kuvaus & on injektio: A(x —0) = h(y-0) = x=y;
surjektio: jokaista xe [N kohti on olemassa (x, 0) = (x — 0) = x joukon miéritelmin nojalla.

Nyt h(a + b) = h(a) + h(b), koska h((x,0),(y,0)) =h(x+ y,0)=h(x+y—-0)=x+y=

=h(x—0)+h(y—0)=h((x,0)) + h((y,0)). Sama pitee kertolaskulle: h((a,b)(c,d)) =

= h((ac+bd, bc+ad)) = h((ac, be))+h((bd, ad)) = (ac+bd, bec+ad) = (a,b)(c,d) = h(a,b)h(c,d).
Miiritelldin nyt joukko N uudestaan, niin, ettd edellisen joukon [N alkiota x aina vastaa alkio x
joukossa Z. Syy uuteen méirittelemiseen on se, ettd halutaan olevan: [l ¢ Z. Laskutoimitukset
ndin yhdistyvit ja niiden ominaisuudet sdilyvit.

Alkuun

Rationaaliluvut lyhyesti

Samalla tavalla kuin dsken laajennettin luonnollisten lukujen joukko kokonaislukujen joukoksi,
voidaan laajentaa kokonaislukujen joukko rationaaliluvuiksi. Relaation ~c N sijasta kdytetddn
relaatiota ® = Z*, joka maédritellddn seuraavasti [S]: (a, b)A(c, d) < ad = cb ja b # 0 # d . Periaate
on sama. Intuitiivisesti ajatellen samaistettiin kaikki sellaiset lukuparit, joiden osamiird on sama.
Nyt @ on kokonaislukuparien joukko, jossa ovat samaistettu semmoiset parit, joiden osamééri on
sama. Pareja merkitddn a/b.

Miidritelldén vield joukkoon (] yhteenlasku ja kertolasku seuraavasti: a/b + ¢/d = (ad + bc)ldb ja
(a/b)(c/d) = ac/bd.

Voidaan nyt samalla tavalla kuin dskeisessd tapauksessa madritelld kokonaisluvut uudestaan
kuvauksella (bijektiolla) 0l = Z : a/1 = a. Tiss#kin voidaan osoittaa laskutoimitusten
ominaisuuksien sdilyvin.

Saatiin NcZ 0.

Mitéén erotusta tai osamiirdd ei siis tdssd mallissa ole. On vain lukujen ja vastalukujen summia
jekd lukujen ja sen kddnteislukujen tulo. Luvun a vastaluku on (-a) ja kdédnteisluku on 1/a.

Lause 13: Jos ge 0, niin g = n + a/b, jossa n,a,be Njaa < b.

Todistus: g = e/f. Jos e < f, niin asia on selva. Jos f < e, niin lauseen 12 nojalla on olemassa a,
jolla f + a = e, jolloin e/f = (f+a)/f =f/f + a/f = 1 + alf. Toiseksi viimeinen yhtdsuuruus seuraa
yhteenlaskun mééritelmaisté ja viimeinen rationaalilukujen relaatiosta. Tiedetdin, ettd a < e, silld
f #0.Jos ei vieldkididn f < a. Toistetaan uudestaan. Toistoja tulee tehdi enintdén e — f; silld a
pienenee joka kerta vihintddn yhdella.

Merkinti g™ ei

kuulu exp-

kuvaukseen, vaan

merkitsee

yksindin luvun ¢
kadnteisalkiota.

Miiritelmé: Olkoon kuvaus exp: (x N - (@ sellainen, ettd kun ge (0 ja ne N, niin exp(g,
n)=1, kun n = 0 ja exp(q, n) = exp(q, k)'q, kun n = k + 1. Merkitéién: exp(g,w) = ¢".
Esimerkiksi 10" = 10-10-...-10, jossa on n kpl lukuja 10 kerrottu keskennién. Lisiksi g’
"= 1/gjag™=(¢g"" = (1/g)...(1/g). Otetaan myds kiyttdon summamerkinti:

2, atky=a(m)+..+a(n)ym<n.

Alkuun

Reaaliluvut
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Tdhdn menneessi olen jo médritellyt suurimman osan vélttdméattomisti tuloksia. Tésséd luvusa
esittelen reaalilukujen konstruktoimisen padidean — yksityiskohtainen tarkastelu menisi yli tyon
tarkoituksenmukaisia rajoja.

Muodostetaan ensin
kaikkien semmoisten
lukujonojen joukko,
jonka termit ovat
yksinumeroisia
lukuja ja kaikki
semmoiset, joissa
jossain vaiheessa
alkaa jakso ja
samaistetaan se
rationaalilukujen
kanssa.

Olkoon T kaikkien kuvausten Nl = {0, 1,..., 8, 9} joukko. Se on olemassa olevan
joukon IT(I2) osajoukkona olemassa. Sanotaan joukkoa T avoimen yksikkéviilin
reaaliluvuiksi ja merkitddn lukua ¢ seuraavasti: 0,4(0)¢(1)...#(n)... . Olkoon joukko

K={teT| 3n,pelN: tim+ p)=1t(m)kaikilla m>n}.
Olkoon kuvaus k: K = ( sellainen, etti

1

k(t) =
=10

n 1 n+p
10" % t(k) + 107 ¢(k) ||,
S04+ | S >ﬂ

jossa n ja p ovat joukon K médritelmén lukuja.

Tamai on rationaalilukujen laskutoimituksin rationaaliluvuista saatu luku eli rationaaliluku.
Kaava perustuu intuitiivisesti seuraavaan. Ajatellaan tuttuja yksikkodvilin rationaalilukuja:
Olkoon a = 0,a122a3. ..8y8n4+18n42- . - Anspan+1an+2. .. . Kaavan plusmerkin oikealla puolella oleva
termi on a;a;...a,. Plusmerkin vasemmalla puolella on 0,a,4+1a542. .. @n4pans1.. ., sillé tavalla, ettd
(10° = 1) 0,an+18n+2- - - Anspane1- .. = 107-0,an118n42- - - Bnap@nst- - - — 0s@ns18n42. - - BnapBns .. .=

An+1an42. . - Antp & O,an+1an+2' < Anypdnl- .. = AngldAn2. . -an+p/(10p - 1)

Kééntiden — kuvaus rationaaliluvuista reaalilukuihin onnistuu tutun jakokulmaperiaatteen avulla:
Olkoon a, be N, joilla a< b. Etsitdin nyt sellainen reaaliluku r, jolla k(r) = a/b. Merkitiin (x div
y) suurinta luonnollista lukua #n, jolla yn < x sekid (x mod y) = x — y(x div y) = jakojdinnos.
Miidritelldén tilloin kuvaus j: 0] 2 K kaavalla j(a/b)(n) = (((10"a) div b) mod 10). Nyt voidaan
osoittaa ensin, ettd j(a/b)e K ja sitten, ettd k(j(a/b))=al/b. Nami todistukset vaativat lukuteoreet-
tisia tuloksia (jotka on kylld mahdollista johtaa tiedoilamme) ja tdimin tyon puitteissa ei ole
kaytannollistd esittdd niitd todistuksia. Ndin kuitenkin saadaan siis kaikki rationaaliluvut a/b,
joissa a < b, ilmaistettua reaalilukuina. Kuvausta k tarvitaan kuitenkin siihen, ettéd jotkut
reaaliluvut ovat samoja rationaalilukuja. Esimerkiksi 0,100000...=0,099999... .

Miiritelmé: Olkoon joukko ZXT . Sen alkioita ovat parit muotoa (n, r). Niitd pareja merkitdin
n,t(0)¢(1)...t(k)... . Esim. 3,14159265358979... . Tami on koko reaalilukujen joukko. Edellinen
oli siis timin erikoistapaus (0, ). Merkitdin R = ZxT.

Reaalilukujen a ja b yhteenlasku mééritellddn seuraavasti:

1) (n0), (mDeR: (nt)+(m]) = (n+m+((t(0)+(0)) div 10), t+1), jossa

@+ D)= ((t(n)+1(n)) mod10) + ((#(n+1) +I(n+1)) div 10)

Huomautus: voi kidyda niin, ettd #(n)+I{(n) = 9 kaikilla n, jolloin tulos on 0,999... = 1.

Nyt saadaan kaikki rationaaliluvut ¢ ilmaistua reaalilukuina, silld jokainen rationaaliluku on
lauseen 13 mukaan muotoa n + a/b, jossa n on kokonaisluku ja a/b sellainen, ettd a<b. Silloin
j(q@) = (n, j(a/b)). Nyt toistetaan jo aiemmin tehdyt uudelleenméiirittelyt — mééritelldan (€
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uudestaan tiamin kuvauksen avulla. Ja taas laskutoimitukset tdsmaidvit, mutta tdlld kertaa
todistaminen jdi tekematta.
Alkuun

Jarjestysrelaatio

Olisi vield mukava maédritelld reaalilukuihin jokin jérjestys: nyt siind on ainoastaan luonnollisten
lukujen luonnollinen jirjestys, joka periaatteessa indusoi jirjestyksen joukkoon (0, muttei
joukkoon R. Miiritelldin relaatio kirjan [4] mukaisesti:

Olkoon P sellainen joukon R osajoukko, joka toteuttaa seuraavat ehdot 1) ja 2)
1) Tismilleen yksi ehdoista i), ii) ja iii) pitee kaikille xe R: i) xe P ii) -xe P iii) x = 0.
2) Jos x, ye P, niin xye P.

Ndin voidaan kutsua joukkoa P positiivisten reaalilukujen joukoksi. Jarjestys madritellddn
seuraavasti: x + (-y)e P=x<y, x + (-y)& P= y<x, x+(-y) = 0 = x=y. Transitiivisuus ja muut
jarjestyksen vilttamattomit ominaisuudet voidaan téstd johtaa yhtd helpolla aritmetiikalla.
Alkuun

Yhteenveto

Ndin saatiin médriteltyd jotenkuten reaaliluvut olettamalla minimaalinen mééri olemassa olevia
kisitteitd. Tama tyo antaa ldhtokohtia monien matemaattisten kisitteiden johtamiseen,
analysoimiseen ja todistamiseen. Valinta-aksiooman avulla voidaan mééritelld joukoille
mahtavuudet, kuvausten avulla saadaan nopeasti méadriteltya etdisyydet ja niiden myo6td mitat ja
integraalit. Toisaalta voi myos jddda abstraktisemmalle tasolle ja ldhted méiritteleméin
algebrallisia struktuureja: ryhmia (joukkoja, joissa on yksi laskutoimitus), renkaita (joukkoja,
joissa kaksi laskutoimitusta), kuntia jne.. ryhmé ei ole muuta kuin joukon ja kuvauksen
jarjestetty pari (J, k). Toisaalta voi edetd topologian suuntaan, méadrittelemélld joukon topologia
(joukon osajoukkojen kokoelma, joka siséltidi jiseniensd mielivaltaiset yhdisteet ja dérelliset
leikkaukset) ja sen avulla menni jatkuviin kuvauksiin, mahdollisesti metriikoihin (joukon
sisdisiin etdisyyksiin), joista voidaan jo alkaa tarkastelemaan korkeamman analyysin tyokaluja,
kuten monistoja ja niiden differentoituvia struktuureja. Voi myoskin jatkaa reaaliluvuista,
maédritelld nithin etdisyydet — metriikan erikoistapaus — sen avulla avoimet joukot — topologian
erikoistapaus ja ndiden avulla jatkuvat kuvaukset ja paistadankin lukiosta tuttuihin késitteisiin.

Minulle tyon tekeminen opetti aksioomien merkitysta ja tietenkin yleissivistyin vihédn
matematiikassa joutuessani (saadessani?) tutustumaan ldhteissd mainittuihin mahtaviin teoksiin.
Ymmirsin, ettd matematiikassa kuitenkin joudutaan olettamaan monia asioita, ennen eteenpiin
padsemistid. TyOni on sikili suppea — se ei ndytd niin hyvin, ettd joukot eivit varsinaisesti riitid
taydelliseen kisitteistoon. Esimerkiksi joukkojen jéarjestysluokat — ordinaalit — eivit muodosta
joukkoa, vaikka joku haluaisikin — niiden joukko olisi nimittdin my0s ordinaali ja ndin saadaan
alussa mainittu Russellin paradoksi.

Alkuun
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