L uku kahden alkuluvun summana

Juho Salmensuu
Lahden Lyseon lukio
Matematiikka

2008



Tivistelma

Tutkielmassa tarkastellaan kysymysté; kuinka manaii tavalla annettu parillinen kokonaisluku
voidaan esittaa kahden alkuluvun summana. Tamdwn blennainen kysymys, kun selvitetaan
Goldbachin konjektuurin totuutta. Goldbachin konjeki sanoo, etté jokainen neljda suurempi
parillinen kokonaisluku voidaan esittdd kahden latkun summana. Lisaksi tutkielmassa koetettiin
ratkaista seuraavaa ongelmaa: jokainen mielivaitessiuri parillinen luku voidaan esittaa kahden
alkuluvun summana. Tutkielman tulokset rakenneta@en tietojen pohjalta, joita esiintyy lukion
pitkdssa matematiikassa ja kirjassa: Fundament®simber Theory [1]. Tutkielmassa I6ydetaan

kombinatoristinen formula, joka laskee kuinka mémelitavalla luku 2k voidaan esittda lukua
v 2k suurempien kahden eri alkuluvun summana. Lidilkisielmassa osoitetaan, etté jos kaksi

tutkielmassa esitettya konjektuuria pitavat paikisza niin jokainen mielivaltaisen suuri parillinen

luku voidaan esittda kahden alkuluvun summana.
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1. Johdanto

Vuonna 1742 Christian Goldbach lahetti LeonharceEllg yhdelle kaikkien aikojen
tunnetuimmalle matemaatikolle kirjeen, joka siséliraavan vaittaman:

Euler kiinnostui kovasti ongelmasta ja vastasi ®Gatthille konjektuurilla, etta jokainen kahta
suurempi parillinen luku voidaan esittaa kahdewlalbun summana [2].

Tama on yksi aikamme tunnetuimpia avoimia mateketiiongelmia. Tietokoneiden avulla on

voitu tarkistaa, ettd jokainen lukizx 10" pienemmista parillisista luvuista voidaan esikékden
alkuluvun summana [2]. Goldbachin konjektuurin B&an helppo ymmartaa, mutta sen todellinen
sisdistaminen vie paljon aikaa. Monet matemaatkat aikojen kuluessa keksineet uusia ja uusia
tyokaluja kaydakseen taman hienon ongelman kimppuurita se on kestanyt kaikki hyokkaykset
kuin kallio. On paljon mahdollista, ettd me emmie nnékem&éan sita paivaa jolloin tamé ongelma
ratkaistaan.

Ennen varsinaisen tutkielman alkua esitetddn muatafannaisia lauseita ja maaritelmia, joita ei

esiinny lukion pitkdssa matematiikassa. Tutkieldkaa seulan muodostamisella, jonka avulla

saadaan selville kuinka monella eri tavalla lukw@ldaan esittaa kahden eri suuren luk{2k
suurempien alkulukujen summana(T(2k)). Sen jalkeeondostetaan taman seulan pohjalta kaava,
joka antaa tulokseksi T(2k):n arvon. Seuraavasiadssa luvussa siitd eteenpain puretaan T(2K)
osiin, joita on helpompi kasitella. Lopuksi oscéah, ettd jos kaksi tutkielmassa esitettya
konjektuuria pitavat paikkaansa, niin jokainen ivigtaisen suuri parillinen kokonaisluku voidaan

esittaa kahden alkuluvun summana.

2. Muutamia peruslauseita ja maaritelmia

Tassa luvussa esitetddn muutamia yleisesti tunaddtuseita ja maaritelmia, jotka ovat olennaisia
tutkielman tulosten todistamiseksi. Lauseet ja mglarat on padosin poimittu kirjasta:
Fundamentals of Number Theory [1]. My6s lauseidathstukset 16ytyvat kyseisesta kirjasta, enka

sen tahden esita niita tutkielmassa.



Maaritelmé 1
Funktio f:N -> R on multiplikatiivinen, jos kaikilla syt(a, b) =@datee f(a)f(b) = f(ab)
(Huom. Toimin aina kokonaislukualueessa ellen erkstoisin mainitse.)

Méaaéaritelméa 2(iso O)

_ . . f(x)| L
f(x) = O(g(x)), jos on olemassa vakio M, e e <M Kkaikilla mielivaltaisen
X

suurilla x:n arvoilla.
Maaritelmé 3
Olkoon A joukko. Silloin #A on joukon A alkioidemkumaara.
Mé&éritelmé 4
[x] on suurin sellainen kokonaisluku, e[bé}s X< [x] +1, missa x on reaaliluku.
Maaritelmé& 5
« (n) on positiivisen kokonaisluvun n erilaisten alkujélden lukumaara.
Mé&éritelm& 6

1 josn=1
H(n) =<0, josneiolenelibvapaa

(=)™ muuten

Luku on nelibvapaa, jos silla ei ole tekijoita mo@m?. (Huom. u(n)on
multiplikatiivinen funktio.)
Lause 1

Jos funktio f on multiplikatiivinen, niinz,u(d)f (d)= I_l (1- f(p)), missa p on
din p|n

alkuluku. (Huom. Kun merkitsen jotakin lukua p:ltarkoitan aina poikkeuksetta

alkulukua.)

Lause 2(Inkluusio-EKluusio periaate)

Olkoon S joukko, jossa on N erilaista alkiota, jkoon S,...,S, mielivaltaisia S:n
osajoukkoja, joissa on vastaavahd,...,N, alkiota. Kaikillel<i< j<..<l<r,

olkoon §; ; joukkojen§;,S;j....,§ leikkausjoukko. Ja olkooiNjj ; joukon §;

alkioiden lukumaara. Silloin joukoB&— (S, U...00 S) alkioiden lukumaéra on:

K=N= >N+ > Nj- D> Nj+..+(=D" Ny .

I<i<r I<i<jsr I<i<j<ksr



Lause 3 (Kiinalainenjaannds lause)

Josny,ny,...,ni ovat suhteellisia alkulukuja, suurempia kuin 1ajay,...,a, ovat
kokonaislukuja, niin on olemassa yksikasitteinenad nyn, [y , etta

a = aj(modm)
a=ay(modn,)

a = a (modny)
Lause 4

On olemassa vakiat; ja c, , etta

X X o L . .
Cll_ <7(x) < czl— kaikilla x = 2, missazn(x) on lukua x pienempien
n x n x

alkulukujen lukumaara.

3. Tulokset ja niiden todistukset

3.1Seula

Lahdemme liikkeelle koulukurssilla opetetusta Hraseen seulasta ja ndytdmme kuinka sité
voidaan soveltaa niin, ettéd saadaan selville, laumlonella eri tavalla luku 2k voidaan esittaa
kahden alkuluvun summana. Mutta ensin muutama te&aé:

Méaéritelma 7

— P(2Kk) = kuinka monella eri tavalla luku 2k voidassittaa kahden eri alkuluvun

summana.

— T(2k) = kuinka monella eritavalla luku 2k voidaasit&ia lukuay/2k suurempien

kahden eri alkuluvun summana. (Funktio sisallyttd@s luvun 1 alkulukujen

joukkoon.)

- R(2k) = m
p<+/ 2k

Maaritelméa 8

M(d) = #{t‘lst <kOk?-t% = O(modd)} (Huom. Tutkielmassa kasittelen d:ta

yleensa R(2k):n tekijana.)



Kirjoitetaan allekkain kaikki eri mahdollisuudeti#ga luku kahden positiivisen kokonaisluvun

summana ja sen viereen summatermien lukRR pienemmat alkutekijat. (Huom. M(d) on niiden
summaparien lukumaara, ettd d jakaa summaparineeuon ja summaparin termit ovat

erisuuria.)

Esim.

Tarkastellaan lukua 2k = 50.

Tekijat 25-50Summa Tekijat 0-25 d M(d)
2,5 50+0 2,3,5,7 2 13
7 49 + 1 3 17
2,3 48 + 2 2 5 5
47 + 3 3 7 8
2, 46 + 4 2 2*3 9
3,5 45 +5 5 2*5 3
2 44 + 6 2,3 27 4
43 +7 7 3*5 4
2,3,7 42 + 8 2 3*7 5
41 +9 3 5*7 2
2,5 40 + 10 2,5 2*3*5 2
3 39+11 2*3*7 3
2 38+12 2,3 2*5*7 1
37 +13 3*5*7 2
2,3 36 + 14 2,7 2*3*5*7 1
5,7 35+15 3,5
2 34 + 16 2
3 33+17 P(B0)=4 T(0)=2
2 32+18 2,3
31+ 19
2,3,5 30+ 20 2,5
29+21 3,7
2,7 28 + 22 2
3 27 + 23
2 26 + 24 2,3
5 25+ 25 5

Tiedetaan, etta jos luvulla ei ole alkutekijijitﬂ, niin luku on alkuluku. Ellei luku ole joku
naista alkutekijoista, jolloin luku on myo6s alkulukYlla olevaan kaavioon on merkitty lukujen
vierelle niiden alkutekijat, jotka ovat pienempéé yhta suuria kuiny50 . Nyt helposti ndhdéaéan

mitka luvuista ovat alkulukuja ja mitka eivat. (B&et parit, joista molemmat luvut ovat

alkulukuja, on alleviivattu.)



Lause 5

T(2k)= D> udM(d)
d|R(2k)
Todistus:
Koska M(d) on niiden summaparien lukumaara, ejikda summaparin termien tulon, niin

Inkluusio-Ekluusio periaatteen mukaan T(2k) sisikaikki ne summaparit, joiden kumpikaan

termi ei ole jaollinen millaan alkuluvullg v/ 2k . Taten annettu vaite on tosi.

Esim.
Kayttamalla aiemmin esiintynyttd esimerkkié voidéaumseen 5 perusteella kirjoittaa.
T(50) =25-13-17-5-8+9+3+4+4+5+2-2-3-1-2+1=2, mika selvasti pitdd paikkaansa.

Seuraavien kahden luvun aikana on tarkoitus pilkl¢d) osiin ja saattaa se yksinkertaisempaan

muotoon.

3.2 Funktio v(d; k)

Voidaan selvasti tehda seuraava jako.

Maaritelméa 9
M(d) = [ﬂ v(d; k) + h(d: k), miss& v(d; k) ={#‘1s t<dOk?-t%= o(modd)} (1)

ja h(d; k) = #{t‘lsts kmodd Ok2 —t2 = o(modd)} @)

Aluksi syvennymme tarkastelemaan funktiota v(d; k).
Lemma 1
syt(k —t,k +1) =syt(k,t), jos 2 ei jask —t :ta.
Todistus:
Selvastisyt(k —t,k +t) =syt(k —t,(k —t) + 2t )=syt(k,t), silla jos p jakaa a:n ja ei jaa b:ta, niin se
ei myoskaan jaa a+b:td. Taten annettu vaite on tosi
Lause 6
v(d; k) = 20(d) - a(syt(2k,d))

Todistus:



Tiedetaan, ettk® —t2 = (k—t)(k+t Ja syt(k —t,k +t) =syt(k,t) jos 2 ei jaak —t :t4. Siten

jokainen alkuluku p joka ei jaa k:ta ja jakaa bRk —t2:n, jakaa jommankumman luvuista

(k —t)tai (k +1) ja siten kaikki yhtalon (1) ratkaisut toteuttavatient = £k(modp ),(huom. jos

p=2, niint =1(mod 2)). Ja jos g jakaa k:n ja d:n sek& —t2:n, niin g jakaa molemmat luvut

(k —t):n,ettéd(k +1) : n mista seuraa, etté kaikki yhtalon (1) ratkaisteuttavat ehdon

t =0(modq) . Josy; D{k,—k}, niin jokainen yhtalén (1) ratkaisu a toteuttaaraavan kongruenssi
ryhman:

a=0(modgy)

a=0(modqy,)
a=u;(modp)

a =Um(modpp,)

Jaql...qnpl... Pm = d
Nyt huomataan Kiinalaisen jaannoslauseen peruatestti jokainen erilainew :n valinta tuottaa

erilaisen ratkaisun modulo d. Kiinalainen jaanndseamyos sanoo, etta jokainen kongruenssi

ryhma tuottaa yksikasitteisen ratkaisun moduloittnSuloperiaatteen mukaan ratkaisujen

lukuméaara org™ = 2Xd)~@sy(2k.d)) Taten annettu vaite on tosi.
Lemma 2
Jos syt(a, b) = 1, nii(a) + «(b) = «(ab )
Todistus:
Vadite seuraa suoraan funktieat(n maaritelmasta. Taten annettu véite on tosi.
Lause 7
Funktio v(d; k) on multiplikatiivinen.
Todistus:
Jos syt(a, b) = 1, niin
2a)~a(syt(2K,a)) y o(b)=syt(2K,b)) — paxa) +axb) ~(alsyl(2k,a)) +(syt(2k,D))) joka on lemma 2

mukaan:2¢(@0)~w(syt(Zk.ab)) Taten annettu vaite on tosi.



3.3 Funktio h(d; k)

Funktio h(d, k) on paljon monimutkaisempi. Esitamseeraavaksi joitain funktiota h(d; k)
koskevia lauseita.

Lause 8

Jos syt(d, ak) = 1, niin h(ad; ak) = h(d; k)
Todistus:

Koska syt(ad, ak) = a, niin a jakaa kaikki yhtal@k)2 — x° = 0(modad) ratkaisut. Yhtalo

voidaan siis kirjoittaa muotoora? (k2 - yz)s O(modda) - k2 - y2 = 0(modd) , missa ay = x. Ja
yhtalén maarittelyjoukko voidaan kirjoittaa muotodrs x < akmodad < 1<y <kmodd. Taten
annettu vaite on tosi.

Lause 9

1 josas<(p-1/2

Jos p on pariton alkuluku fe<a< p, niin h(p; a) =1 _ .
ponp s P (P ){2,108a>(p—1)/2

Todistus:

Huomataan, etta a toteuttaa aina yhtala'i')%:— x?,1< x<a. Taten h(p; ap 1. Kun yhtalo

2

kirjoitetaan muotoona -x? = (a—x)(a+ x ,)niin n&dhdaan, etta toinen ratkaisu prra=">b jos

ja vain jos b < a. Taten annettu vaite on tosi.

Seuraavat kaksi lausetta seuraavat suoraan furtikfehrk):n maaritelmasta.
Lause 10
Josk? <d, niin h(d; k) = 1
Lause 11
Jos d jakaa k:n, niin h(d; k) =0
Lause 12
h(d; d-a) = v(d; d-a) ja a<d, jds2 <d
Todistus:
Tutkitaan milloin d ei jaa lukuéd —a)? - (d -b)?ja 0< b < a. Huomataan, etta silloin d ei jaa

2

lukua a“ - b2ja O<b<a. Taten lauseen 6 ja h(d; k):n maaritelman muleaarettu vaite on tosi.

Lauseiden 10 ja 12 pohjalta voidaan saada yleiséugs:



Lause 13
h(d: a) + h(d: d-a) = v(d: a) +1<a<d
Todistus:
h(d; a) = #{1 1<t <amodd Da® -t? = O(modd)} +1 méaaritelman mukaan ja h(d; d-a) = v(d; a) -

#{t 1<t<amodd Da? -t? = o(modd)}, silla (d -a)? - (d -t)? =a? -t?(modd) ja

d -t >d —a. Taten annettu vaite on tosi lauseen 6 mukaan.

3.4 Funktio H(2k) ja funktio V(2k)

Otetaan kayttoon seuraavat uudet merkindgek) = Z/J(d)v(d; k)[g} ja
d|R(2K)

H(2k) = Z 4(d)h(d; k) . Huomataan helposti, etta T(2k) = V(2k) + H(2k).
d|R(2k)

Konjektuuri 1

H(2k) = Olrfy2k))

Maaritelma 10

a |a a .. la a ) )
—= [—} + {—} mlssa{—} on luvun— desimaaliosa.
b |b b b b

Maaritelman 10 avulla V(2k) voidaan kirjoittaa musda:

V (2k) = Z,u(d)v(d;k)g - Z ,u(d)v(d;k){g}. Ottamalla k tekijaksi ensimmaisesta
d|R(2Kk) d|R(2k)

summasta nahdaan, ettd summan sisédéan jaa jaljekéd, joka on multiplikatiivinen, silla

multiplikatiivisten funktioiden tulo on multiplikévinen. Taten lauseen 1 perusteella saamme
seuraavan lauseen:

Lause 14

o K t(p)
EQ= S udvd: k)= = k (1——
leZ(;k) 4 gRawt P

() = 2, jossyt(2k, p) =1
- 1, jossyt(2k, p) #1

j, missa



Lause 15
k
— < E(2k
N (2k)
Todistus:
LRI
d|R(2k) P d|R(2k)/2 P d|R(2K)/2 P p-1
[v2k]
k n-1) k -1 k
> —==W2k| =——
[ )= ahad e

Taten annettu vaite on tosi.

Otaksumme seuraavaa:
Konjektuuri 2
k
> udv(e; k){a} = Oln{v2k))
d|R(2k)

Lause 16
Jos konjektuurit 1 ja 2 ovat tosia, niin jokainerelwaltaisen suuri parillinen luku

voidaan esittda kahden alkuluvun summana.

Todistus:
Konjektuurien perusteella voidaan kirjoittaa T(2kE(2k) + O(n(@)) Huomataan, etta

k
Lim ﬂ = Lim kinv2k = Lim iIn\/ﬂ = o0, missa c on vakio. Taten lauseiden 4 ja 15
k_,ooC @ ko0 4ck k - o0 4C
In/2k
. ot e . E (2k) T
perusteella voidaan paatella, ettdim ————— = o, mista vaite seuraa.
k= O(77(/2K))

4. Tulosten arviointi

Tavoitteena oli selvittaa kuinka monella eri tagdliku 2k voidaan esittaa luku2k suurempien

kahden eri alkuluvun summana. Saimme seulamendi2lk@inbinatoristisen kaavan

T(2k) = Z/J(d)M (d) . Purkamalla sen osiin ja tutkimalla niitd saimna¢jgn arvokasta tietoa
d|R(2K)
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sen rakenteesta. Tutkielmassa ei saada aikaiséksirmhmeellisia tuloksia, mutta se tosin ei ole
ihme, silla aihekin on suhteellisen haastava. Kkiojureille, joita tutkielmassa esitetdan, ei ole
mitéaan kunnon selitysta miksi nain pitaisi olla. @adjon mahdollista, etta ne ovat epatosia.
Tietokoneiden avulla voitaisiin tarkistaa niideutatta hyvin pitkalle, mutta ei todistaa. Koska en
hallitse tietokoneohjelmointia, minulla ei ole edesneerisia todistusaineistoja konjektuurien
tueksi. Tutkielma on osoitus siitd, kuinka vaikaaakihetta voidaan tutkia yksinkertaisilla
tyokaluilla. Kun tutkimus aiheen parissa viela eenoudutaan todennakoisesti ottamaan kayttéon

paljon monimutkaisempia tyokaluja, joita ovat eskompleksianalyysi ja algebrallinen lukuteoria.

Lahdeluettelo

[1] LeVeque, William J., 1977, Fundamentals of Number Theory, Dover Pabbtos
[2] Paivitetty: 5.8.2008 klo 19.12&ttp://fi.wikipedia.org/wiki/Goldbachin_konjektuyriuettu:
23.10.2008
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Liite 1
2n| P(2n)| T(2n) | H(2n) | E(2n
(2n)| T(2n) | H(2n) | E(2n) Z /J(d)v(d;n){g}

d|R(2n)

4 |1 1 0 1 0

6 |1 1 -1 1+1/2 | -1/2

8 |1 2 0 2 0

10| 2 0 -1 5/6 -1/6

12| 1 2 0 2 0

14| 2 1 -1 1+1/6 | -5/6

16| 2 1 -1 1+1/3 | -2/3

18| 2 3 0 3 0

20| 2 2 1 1+2/3 | 2/3

223 1 -1 1+5/6 | -1/6

24| 3 4 0 4 0

26| 3 1 0 1+3/1Q 3/10

28| 2 1 0 1+2/5 | 2/5

30| 2 3 0 4 1

322 2 0 1+2/5 | -2/5

344 2 -2 1+7/1Q -2-3/10

364 3 -1 3+3/5 | -2/5

38| 2 3 -2 1+9/1Q -3-1/10

401 3 2 -2 2+2/3 | -1-1/3

4215 4 -1 4+1/5 | -4/5

441 3 3 0 2+1/5 | -4/5

46 | 4 1 -3 2+3/1Q -1-7/10

48| 5 5 -1 4+4/5 | -1-1/5

Taulukossa olevat arvot on laskettu kynalla ja ppekayttamalla apuna tutkielmassa esitettyja
lauseita ja menetelmié.



